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PREFATÁ 


Teoria calitativă a ecuafitleos diferențiale cunoaște in ultima vreme 
o dezvoltare constatată prin numărul mare de cărți şi lucrări originale care-i 
sînt dedicate. Se ştie că începuturile teoriei calitative a ecuaţiilor diferen- 
tiale sînt nemijlocit legate în lucrările lui Poincaré, Liapunov, Birkhoff, 
de probleme clasice ale mecanicii și mecanicii cerești. Asa au apărut si 
teoria stabilității şi teoria matematică a oscilaţiilor cu metoda parametrului 
mic şi teoria generală a sistemelor dinamice. Perioada de mare avînt, din 
jurul anului 1930, a teoriei calitative a ecuaţiilor diferențiale în Uniunea 
Sovietică a pornit pe de o parte de la reluarea, la Institutul de aviaţie din Kazan, 
a problemelor teoriei stabilităţii cu aplicaţie la studiul stabilității avionului, 
tar, pe de altă parte, la Moscova, datorită observaţiei lui A. A. Andronov 
asupra utilității aparatului matematic al teoriei soluțiilor periodice ale 
ecuaţiilor neliniare pentru explicarea unor fenomene ale radiotehnicii. 
Este perioada fixată de exemplu de celebra carte de teoria oscilaţiilor a lui 
A. A. Andronov, Hatkin şi Witt la care se adaugă la fel de cunoscuta carte 
de „mecanică neliniară” a lui Krilov et Bogoliubov. 


Începînd din 1930, la Universitatea din Moscova funcţionează semi- 
narul de teoria calitativă a ecuaţiilor diferențiale, orientat în special spre 
problemele teoretice fundamentale. Bilanţul activităţii seminarului în prima 
perioadă este fixat în cele două ediții ale monografiei lui V. V. Nemítki 
$$ V. V. Stepanov ,, Teoria calitativă a ecuaţiilor diferenţiale” a căror cir- 
culatie largă a și dat denumirea acestei direcţii de cercetare. 

În ultimii 10—15 ani, atât teoria stabilităţii, cit si leoria soluţiilor 
periodice (la care se adaugă problema soluțiilor aproape-periodice), au primii 
un nou impuls prin faptul că ele reprezintă o parte din aparatul mate 
matic al teoriei reglării automate. 


Caracteristic pentru dezvoltarea teoriei calitative a ecuațiilor diferen- 
tiale este faptul că, pentru rezolvarea problemelor ei, se foloseşte un aparat 
matematic tot mai variat: topología si analiza funcţională, algebră liniară 
și teoria funcţiilor de o variabilă compleză. 


Tinind seama de marea varietate a problemelor, alegerea materialului 
pentru o carte dedicată teoriei calitative a ecuaţiilor diferenţiale este o pro- 
blemă grea. În această monografie autorul a fost călăuzit de ideea unei ex- 
puneri sistematice, închegate, a teoriei stabilităţii (bazată în primul rînd 
pe metoda funcţiei lui Liapunov) si a teoriei oscilaţiilor, inclusiv teoria 
sistemelor cu parametru mic. În această expunere accentul a fost pus tocmai 
pe teoremele generale, pe acea dezvoltare a teoriei care clarifică ideile şi me- 
todele. A fost introdus un capitol relativ la teoria stabihtății sistemelor de 
reglare, în care accentul cade de asemenea pe cele mai generale teoreme ob- 
ținute în această direcție, în particular pe prezentarea contribuţiei esenţiale 
adusă aici de V. M. Popov, membru corespondent al Acad. R.P.R. 
Ultimul capitol reia problemele teoriei stabilității şi teoriei oscilaţiilor în 
cadrul sistemelor cu întârziere, care în ultima vreme ocupă un loc din ce 
în ce mai mare atât în preocupările matematicienilor cît şi ale celor ce lu- 
crează în domeniul aplicaţiilor. În întreaga lucrare au fost cuprinse o serie 
de rezultate obţinute la noi în tară; în particular, ultimul capitol reprezintă 
o expunere sistematică și perfecționată a rezultatelor autorului în teoria siste- 
melor cu întârziere. 

Comentariile bibliografice de la sfîrşitul fiecărui capitol au în primul 
rînd menirea de a indica acele izvoare care au fost nemijlocit folosite pentru 
redactarea lucrării sau ale căror idei sînt dezvoltate în lucrare. Există şi 
un număr mic de excepții — semnalarea unor lucrări fundamentale care 
nu au fost cuprinse în lucrare deoarece ar fi cerut dezvoltări prea mari. De 
altfel, nici chiar în sensul limitat despre care s-a vorbit mai sus, bibliografia 
nu are pretenția de a fi completă. 
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INTRODUCERE 


La baza întregii teorii calitative a ecuaţiilor diferenţiale stan teo- 
remele generale de existenţă, unicitate gi dependență continuă de condi- 
tiile iniţiale şi de parametri. De aceea vom începe prin a reaminti aceste 
teoreme generale, stabilind cu acest prilej unele leme care vor fi intilnite 


adesea în cele ce urmează. De asemenea vor fi precizate cele mai frec- 
vente notații. 


8 1. SCRIEREA VECTORIALĂ A SISTEMELOR DE ECUAŢII DIFERENȚIALE 
Să considerăm un sistem de ecuaţii diferenţiale de forma 
d zx; 
dt 


Vom nota cu œ vectorul coloană 


= fi (t, my... La), (1 = 1, 2,..., n). 


Vom folosi de obicei norma euclidiană |z|= | 2? 4- ... +42. În 
unele cazuri sînt convenabile gi normele echivalente | z| = |x,|+ |24| + 
+--+ |,| sau |x| = max |x,|; cînd vom folosi aceste norme vom 

$ =1,2,...,9 
mentiona special acest lucru. 

Derivata vectorului z(t) este prin definiţie vectorul 

da, 
dt 


dt 
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. . . v . D Ru t Kaes L t 
Aceasta nu este o definiție formală ; ea coincide cu lim SAU lana) } S d 


limita fiind definită cu ajutorul normei introduse. De asemenea integrala 
vectorului x(t) pe [a, b] este prin definiție vectorul 


( 2, (t) dt^ 


E 
V a, (0 d 
Nici aceasta nu este o definitie formalá; se poate ajunge la ea definind 
integrala in mod obignuit cu ajutorul sumelor Riemann. 
Foarte adesea vom folosi evaluarea 


( (i) d t ch lat | dt. 


Avem 


MU 2 (| zwa) ză | 1 sun dt) (Ve. ae). 


«a 


| 


b 
Notám J, = x, (tdt, EE Rezultă 
i^ IEN 
l 
È Ji 
jw 


eO + 
] 


= = ari = = (2t ar! 


3b, J, = 


Pe de altá T. 
HUE) „= Ys ză =( yo 
Dar H b; = " deci 
X52, < LI dm zi(t)àt = V an) dt, 


ceea ce demonstrează evaluarea scrisă mai sus. 


%, (t) dt < ch UNI X a (at. 


8 2. TEOREMA DE EXISTENȚĂ 


În notatiile vectoriale introduse, sistemul de ecuații diferențiale 


se serie 


m = f(t, 2). (1) 
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Vom presupune în cele ce urmează că f e continuă într-un domeniu DC 
C Rr+1 . 


DEFINIȚIE. O funcţie p definită st continuă pe un interval I al axei 
reale (cu valori în R”) se numeşte e-solutie a sistemului (1) pe I dacă: 


a) (t, p(t))€D pentru t€1; 


b) p are derivată continuă pe I cu excepția eventual a unui: 
număr finit de puncte din I; 


— — f [to(t)] | < 


de 
e, acolo unde di există şi este continuă. 
t 


LEMA 0.1. Fie D: |t —tj| <a, |£ — x| <b, M = max |f(t, x)|, 
b 
a = min |q, |. 
Atunci pentru orice £20 există o e-solutie a sistemului (1) pe |t —tu« 
<a astfel ca (to) = To. 


Demonstraţie. Deoarece f e continuă pe mulțimea compactă D, 
ea este uniform _continuă, deci pentru e > 0 există d(e) > 0 astfel ca 


Ift, zx) —f(t, ail Se pentru (t, z)€ D, (t, x) €D, |t— t| « 3 (e), 
la — x | <8(<). Considerăm o diviziune a intervalului [f£,, ty + x] eu ajuto- 
rul punctelor to <t <ta < ... <t, = ty + a astfel ca 
max |t,— bn |< min (3t) ab 
Definim funcţia o pe [t,, to + «] prin relaţiile 


Pto) = Lo, P(t) = Pltr-1) + $ [k-13 P (tr-1)] — 0) 
pentru t,_, <t<t,. Funcția astfel definită este continuă, derivabilă în 


interiorul intervalelor (t,, t,.+,). În plus | p(t) — oe()|  M|t —t|. Pentru 
tE (t, ,, bu) rezultă t — t, , < Giel şi | e(t) — p(t,-1) |<8(<) deci 


— fit, (1| (Dax Pta) — f£ I5 «(0] | «e 


deci y este e-soluţie. La fel se construieşte c-solutia și in intervalul [t— «, f, J. 
TEOREMA 0.1. Pie D: |t — ty | <a, |£ — £o | zb, M = max | f(t,æ) |, 


a = min (a... 
M 


Atunci există pe |t — ty | <a o soluție o a sistemului (1) cu q(ty) = £o. 
Demonstraţie. Fie e, > 0, €, +1 < En lim £, — 0 ; pentru fiecare e, existá. 


pe baza lemei 0.1 o e »"Solufie p, definită pe Yl t — to |<a gi astfel ca 9, (t) =- 
WE = Ou: in plus |o, (t) — Q (t) | « M |t — t|. 

Rezultă cá funcţiile q, sînt uniform mărginite si egal continue pe 
|t — to | <a, deci pe baza teoremei lui Arzelà (Ascoli) există un subsir $5, 
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uniform convergent pe |t— ty |<a „către O functie p. Aceastá functie 
rezultă continuă şi în plus |o - — e(t) | < M |t — t |. Fie 
A, (t) — Gel Pa (t)] 
în punctele în care o, e derivabilă şi 
A, (t) — 0 


în punctele in care o, nu e derivabilă. Avem 
t 
Pa (t) = + Us, e, (5) + A, ()1ds, | A, (| «s 
. lo 


Deoarece f[t, o, (t)] converge uniform pe |t—t|<a«a către 
Tt, p(t)] iar A,, tinde uniform către zero, se poate trece la limită sub 
semnul de integrare si rezultá 


ei = a, + | f Is, g(s)lds 
to 


Deoarece f e continuă, rezultă că q e derivabilă pe |t — tọ |<a şi 
$(t) = f[t, 9(t)]. Teorema este demonstrată. 


8 3. INEGALITAT! DIFERENȚIALE 


Înainte de a trece la teoremele de unicitate si de dependentá continuá 
de conditiile initiale, vom stabili citeva leme cu interes in sine. 
LEMA 0.2. Fie po funcţie reală definită pentru to «t to + a; notăm 
D. ei —limint $81.) — 90. ` zum 


Fie o şi y continue în [t,, to + a) $$ cu proprietăţile: 
a) e(t) < V(to). 
b) D ett < fit, e(t], 
D (t) > fit, dk pentru t € [ta t + a). 


Atunci q(t) — (t) pe [to, to + o). 

Demonstraţie. Considerăm mulțimea valorilor t din [tə t, + «) in 
care o(t) > Ut) ; această multime nu contine pe t, conform ipotezei. Dacă 
nu e vidá, fie £ marginea ei inferioará. 


Avem (€) = p(%) deci D..9(&) — f[8, $()] =T, EU < D- AE 


De aici rezultă cá există t, <t < č astfel încît 


em — PE) _ A0 — UE) 
t—EÉ t— č 


INTRODUCERE 11 


deci 


e(t) — (E) > wt) — 5), 
deci q(f) > y(1), ceea ce contrazice definiţia lui ¿ca margine inferioară. 
Multimea consideratá rezultá deci vidá gi lema e demonstratá. 
LEMA 0.3. Fie f continuă pentru |t—t,l| <a, ly —Yol|< b 


Pie M = max |f(t, y) |, « = min |a, r3 , B<au. Atunci există o 


solutie y(t) a ecuaţiei y' = f (t, y) definită pe [to, to + B] astfel ca y(t.) = Yo 
$4 cu proprietatea că dacă z(t) e soluţie a ecuației cu 2(t,) = Yo să rezulte 
e(t) <y(t) pe [to, to + B] 

Demonstraţie. Există ey > 0 astfel încît dacă 0 < e < e, ecuaţia y' = 
= f(t, y) 4- admite soluţii pe [to, to + B]. Fie e, >0, Sain < €, < €03 
lim e, — 0, y, un gir monoton descrescător tinzind către yọ. Dacă y, (t) 


t -— 90 


sînt soluţii ale ecuaţiilor y” = f(t, y) + e, cu y, (t) = Yn, rezultă pe baza 
demei 0.2 cá z(t) < Y,+1 (8) < y, (t) pe [to, to + Bl. 
Rezultă că pentru orice t Efta; t, + B] avem 


E ys (t) = y(t), 
deci 
lim [f(t y,(t)) + En] = f(t, y(0)), 
deci 
Y'n (t) > f(t, y (t). 


Sirul y,(t) fiind monoton descrescător, functiile y, (t) rezultă uniform 
mărginite, iar şirul derivatelor y,(t) fiind uniform mărginit, functiile 
ail rezultă egal continue. Dar atunci, pe baza teoremei lui Arzelă, șirul 
y, (t) rezultă unifom convergent pe [to, to + B] şi y(t) rezultă soluţie a 
ecuaţiei y” = f(t, y). 

Deoarece y, > Yo , rezultă y(t,) —9,. Fie z(t) o soluţie oarecare cu z(t) = 
=Yp. Avem pentru toti n, pe baza lemei 0.2, 2(1) — y, (t) pentru t € [to, ty +B]. 
Pentru n —co se capătă e(t).« y(t) pe [t,, to + B] şi lema e demonstrată. 

LEMA 0.4. Fie f continuă pentru |t—t, |<a, |y —Yo | <b, M = 


= max |f(t, y) |, a = mina, ail B< a, y(t) soluția a cărei existenţă este 


afirmată de lema 0.3, œ (t) o funcție cerivabilă pe Li, to + A astfel ca ou (le 
HD ll olto) < Y (to). Atunci lt) « y(t) pe [tos to + 
Demonstraţie. Fie e, > 0, Sans En, lim e, =0, y, un gir tinzind 
n>+00 
monoton descrescător către y(t). Avem 


c(t) « f [t, o(0)] < flt, o(t)]g- e o (to) < Y (t) < Va; 


deci pe baza lemei 0.2, c(t) < y, (t) pe [to, to + B). De aici pentru n— oo 
rezultă e(t) < y(t) pe [to, to + B]. 
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LEMA 0.5. Ecuatia 
y = a(t)y + b(t), 
unde a(t) și b(t) sînt continue pe |t — ta | < «a, are pe acest interval soluția. 


i y a(u)du 
y(t) = Y +| e b(s)ds 
to 


și această soluție este unica soluţie pentru care y(to) = Yo- 
Demonstraţie. Că y(t) e soluţie se verifică imediat prin derivare. 
Să arătăm că soluţia e unică. Fie y(t) o altă soluţie cu y(tj) = Yo, z(t) = 
t 


_ y(t) — y(t). Rezultă z(t) = 0 si z'(t) = a(t) z(t), deci z(t) =| a(s)e(s) ds. 
* fo 


t D 
De aici, |2(1) | H | le(s) | ds. Dacá existá t, > t, astfel încât | le(s)|ds =0, 
to . to 


atunci 2(s) = 0 pentru t, <t < t, şi luăm pe t, în loc de to- 
t 


Presupunem deci că pentru t> f, avem | |e(s)| ds 4 0. 


Fie v(t) =| | (s) |d s. Avem 4" (0) <M deci V EI dt < « M (t — t), deci 
v(t) ` v(t) 


to 
In v(t) — In v(t) « M (t — t) pentru í, <t< t, deci ln v(t) < ln v(t) + 
+ M(t — t). _ _ 

Dar pentru t—>t, avem In v(t)> — œ căci v(t,) = 0. 

Inegalitatea este contradictorie, deci 2(t) = 0. 

LEMA 0.6. Fie ed, X funcţii reale definite pe [a,b] şi continue, X (t) — 0. 
Presupunem că pe [a, b] are loc inegalitatea 


e(t) < A zl X (s) o (s) d s. 
Atunci 


"ai 


e(t) < y(t) et X(s) Aisl e" ds pe [a, b]. 
Demonstratie. Fie 


R(t) = Y X (s) e (5) d s. 


Avem R'(t) = X(t)o(t) < X(t)Y(t) + uh X (s) p(s) d s =X (t)9(t) +X (t) R (t). 


Jonsiderám ecuaţia 


e(t) = X(t)e(t) + X (t) «(t). 
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Această ecuaţie admite pe [a, b] soluţia unică 


t 
f X(u)d u 


e(t) A e' ` "Zietdieida 


care verifică condiţia z(a) = 0. Pe baza lemei 0.4 rezultă R(t) < si 
pe [a, b], deci 


olt) < Y(t) + R(t) < Y(t) + z(t) şi lema e demonstrată. 


CONSECINTA 1. Dacá de derivabilă, din p(t) < p(t) a x(s)o (s)d e 


rezultă 
: NIS t Y X(u)du 


ei <uae +A e yea 


ed 


Demonstraţie. Avem, cu notatiile de mai sus 


i d ( X(udu V X(u)du , t V Xudu 
== | $e dre ds = — y (s)e | «Ve ys) ds = 
* e la Ni 
X(u)du t t X(u)du 


= —(t + y (a) e” =i e Y (s)ds, deci 


e q 


t 
y X(u)du i X(u)du 


p +e = plae he pods. 
CONSECINTA 2. Dacă y e constantă, din 


st «9 7 (0o (as 


rezultă 


t 
X(u)du 


p(t) < y e 


8 4. TEOREMA DE UNICITATE 


LEMA 0.7. Fie f definită în DCR"! gi D, xı) — f(t, £) | < 
< k(t) |2, — el, 

Pie Qi, pa €1 — respectiv c, — soluții ale ecuaţiei (1) pe (a, b) astfel 
ca pentru t, €(a, b) să avem |q(t,) — Qalto) | < 8. Atunci 


| (p emen] ; v. 
j e 


Let) — (t) | < 3e + (81 + 89) 


k(u)du 


în (a, b). 
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Demonstraţie. Presupunem Ltb: in intervalul [a, tj] demon- 
stratia se face la fel. Avem 


lp, (s) — f[8$, quls)] Ise, | Pals) — FIS, pals)] < ez 
cu exceptia unui numár finit de puncte. Rezultá 


ei — a (to) fie, eel < s(t — to), 


e “0 


[4 
| palt) — Pa (to) ei Ti, pa ()]ds | < e(t — to). 
Rezultá à 
lex (t) — palt) — (Cpi (to) — gelicht A [f (s, outs) —f (5, pa(s))]ds |< 


< (e + €2) (t — to) 


deci 
| pr(t) — pat) | < lprlto) — palto) | + (ea + €2) (t — to) + 
+È if(s, e 0) — fis, os (5) 1d 
sau B 
Io (4) — pat) | «1*1 (to) — Palto) | + (& + 83) (t — to) + 
i 
+Ò Kall e (s) — als) lds. 
Aplicám lema 0.6 (consecinţa 1) luînd 9 = l|e,(t) — p(t) |, 
Y = (2, + E2) (t — to) + | q (to) — Palto) |, x = k(t). 
i k(s)ds 
Obtinem | palt) — Pelt) |< Im (to) — ext)le + 
' e” ds 


(cbe) 


to 


şi lema e demonstrată. 
TEOREMA 0.2. Dacă 


Ift, x) — f(t, 22) | < k(t) | 0, — v; 


în D C Rt! şi q, o, sînt două soluţii ale sistemului (1) cu oli) = palto) 
atunci qt) = pa(t) în intervalul (a, b) în care aceste soluţii sînt definite 
Demonstraţie. În lema 0.7 putem lua 3 = 0. e, = £ = 0 gi se capătă 
| e(t) — alt) | = 0. . l : . 
Teorema 0.1 arată că soluţia sistemului (1) există într-o vecinătate. 
a punctului iniţial. O problemă importantă este aceea a prelungirii solu- 
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Hei pe un interval cît mai mare. Fie ọ(t) o soluție a ecuaţiei (1) definită. 
in (a, b). Atunci 


e(t) = al +È fts, ete) as. 
- to 


Dacă a <t «t, <b rezultă | p(t,) — e(t) | < V fs, e(s)) lds < .M(t; — tj). 
d 
deci lim e(t) şi lim ọ(t) există. Dacă punctul (b, o (b — 0)) ein D, funcţia. 
ia t>b 
t>a i«b 
 definitá prin 9 (t) = p(t) pentru t € (a, b), o (b) = o (b — 0) este o soluție- 
a sistemului in (a, b]; această soluţie poate fi prelungită pentru t > b 
luînd ca punct initial pe b şi ca valoare inițială pe p(b — 0). 
Rezultá de aici cá o solutie poate fi prelungitá atit timp cit nu párá- 
seste domeniul D. 


8 5. TEOREMELE DE CONTINUITATE ŞI DE DERIVABILITATE 
IN RAPORT CU CONDITIILE INITIALE 


În cele ce urmează vom nota cu æ(t; tọ £) soluţia sistemului (1) 
care pentru t = t, ia valoarea x. 


TEOREMA 0.3. Dacă |f(t, xı) — f(t, £) | < k(t) | tı — £a | în D, 
atunci din 2, —> 2, rezultă ælt; ty, £a) —> xlt; tg, Lo). 
Demonstraţie. Avem 


L(t; to, 2) = e, +| Jis, x(S; to, v,)] ds, 
to 


rt 
xt; to, Lo) = Lo +\ fls, as; to, £o) lds. 
-to 
Rezultă, pentru t > to; 


di 
(at: to, Ea) — ælt; to, 2o) | < le, 20 1 +À MES 20(8 5 to, JI — 
to 


t 
— f[5,2(55 to ali [ds < | m, — ay | + È Els) loo sto, 2.) — aio i toy) | ds. 
. to 


Aplicind lema 0.6 (consecinta 2) rezultá 
k(s)de. 
Letz do, m)— alt; tos m) Saale? 
si teorema e demonstratá. 


Observatie. Din demonstratie rezultá cá are loc eonvergenta uni- 
formá in raport cu t pe orice interval (a, b) pe care solutiile sint definite. 


16 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE 


Să presupunem acum că f(t, x) este diferentiabilá în D, pentru 
te I. Aceasta înseamnă că pentru orice x, € D, t€ I are loc relaţia 


fit, æ) — D £o) = fz (t, £e) (1 — Lo) + o(1o — a, |). 


Să considerăm acum o soluţie x(t; to, £) situată in D pentru (et, 

TEOREMA 0.4. Dacă f este diferenţiabilă în D pentru ISI si 
4 (05 to Co) estepentru t € I situată în D, atunci zii; to, £o) este diferentiabilá 
datt: to, Lo) 


în raport cu x£ gi 
0 Lo 


este o matrice fundamentală de soluţii a sis- 


iemului liniar 
dy _ Om: alt; to, do) 
di dr 
numit sistemul în variatii corespunzdtor solutiei ælt; to, Lo). 
Demonstraţie. Fie x, astfel ca soluţia x(t; ty, xı) sá se afle pentru 
ie I în D. Fie Y (t, te) o matrice fundamentală a sistemului în variaţii, 
cu alte cuvinte o matrice ale cărei coloane sint soluţii ale sistemului în 
variaţii astfel ca Y (to, lo) = E, E fiind matricea unitate. 
Atunci, evident, Y (t, tọ) (1, — «,) va fi o soluţie a sistemului în varia- 
tii care pentru t = t coincide cu x, — £o- 
Avem relaţiile 


t 
mt; to, Zo) = 2 +N Us, als; tos 2)]ds, 
. lo 
t 
x(t; to, 21) = à + f[s, x(s; to, 2,)]ds, 
« to 


' Of[s, 5 Lo, 
Y (t, to) (2, — Lp) = Dn — Lo + | Zi Zi Zo)] Y (s, to) (2, — Lo) As. 
to 


Rezultá de aici 


L(t; to; 24) — ælt; ty, 2) — Y (t, t) (zx — £o) = 


= [iz ms; to, 21)] — fLs, els ; to, 20)] — 


e lo 
== 0 fLs, ls: los Lo) ] Y(s, to) 
0c 
Tinind seama de ipoteza asupra diferentiabilitátii funcţiei f deducem 
ælt; to, 51) — ælt; to, Lo) — Y(t, toi — 2.) = 


= y Dg ois: to; Lo) ][* ($5 tos 234) — a (85 tos Lo) — Y (8s, to) (2, — Lo) ] ds + 


(zx, — Lo) ds. 


t 
. to 
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Pe baza relatiei din teorema 0.3 rezultá 


V k(s)ds 
lo 


(ais: to, 2) — GIS: to 2) | «e | 2, — To | 


deci 
o(|x(s; to, 2) — «($5 to, Lo) |) = o( |z, — ol) 
pentru t fixat. 
Prin urmare 


ælt; to; 24) — ælt; ty, £o) — Y(t, Il — £o) | « 


t 
<Í k(s)|x(s; to, 2) — (s; tos Lo) — Y(s; to) (2, — £o) |ds +0(%,— Lp) 
Ki 


deci, pe baza lemei 0.6, 


| ælt; tos 21) — xlt; to, Lo) — Y(t, tp) (7, — £o) | = o( |z; — xo |) 
8i teorema este demonstrată. 

Se demonstrează o teoremă analogă cu privire la derivabilitatea 
în raport cu t si in general în raport cu parametrii. 


COMENTARII BIBLIOGRAFICE 


Pentru teoria generală a ecuațiilor diferențiale pot fi consultate, 
în traducere în limba romînă [1], [2]. De asemenea, teoria generală a 
ecuațiilor diferențiale este expusă într-o formă asemănătoare cu cea de 
aici în monografiile [3], [4], [5], [6]. Notiunile relative la inegalitátile 
diferentiale sint date in [7]. 


CAPITOLUL | 


TEORIA STABILITĂȚII DUPĂ LIAPUNOV 


Teorema generalá 0.3 asupra dependentei continue in raport cu 
condiţiile initiale arată cá problema determinării soluţiei prin condiţii 
iniţiale este corect pusă, are un sens fizic. 

Într-adevăr, practic, condiţiile iniţiale se determină prin măsurători 
şi orice măsurătoare nu poate fi decît aproximativă. Continuitatea în raport 
cu condiţiile initiale exprimă tocmai faptul că aceste erori de măsurătoare 
nu se rásfring prea grav asupra soluţiei, iar lema 0.7 arată că ele nu se 
răsfrîng prea grav nici asupra soluţiilor aproximative, cu alte cuvinte, dacă 
se dá o eroare e admisă pentru soluţie, există 9 — 0 astfel încît dacă eroarea 
la stabilirea condiţiilor initiale este mai mică decit 5 sîntem siguri că 


A . E . e YI H .. . . . . 
eroarea in orice "ub solutie construitá cu aceste conditii initiale este mai 


micá decit e. 

Trebuie însă subliniat că această proprietate este stabilită pe un in- 
terval finit (a, b) de variaţie aluit; 5 depinde de mărimea acestui interval 
şi scade cînd mărimea intervalului crește. Rezultă că o soluţie va avea în 
realitate caracter fizic numai dacă pentru intervale de mărime destul de 
mare, 3 este destul de mare, de ordinul erorilor de măsurătoare. Un mod 
de a realiza aceasta constă în a cere ca 3 să nu depindă de mărimea inter- 
valului considerat. Ajungem astfel la noţiunea de stabilitate în sensul lui 
Liapunov. 

Un alt mod de a ajunge la această noţiune este următorul. Considerăm 
o soluţie a sistemului care descrie desfăşurarea unui anumit fenomen. Sá 
presupunem cá în desfăşurarea fenomenului au intervenit perturbații de 
scurtă durată care nu pot fi cunoscute exact şi deci nu pot fi luate în seamă 
în studiul matematic al fenomenului. După ce aceste perturbații şi-au în- 
cetat acţiunea, fenomenul va fi descris de acelaşi sistem de ecuaţii diferen- 
tiale ca şi înainte de apariţia lor. Ce s-a petrecut însă ? Sub influenţa per- 
turbatiilor, fenomenul a fost modificat, deci valoarea corespunzătoare 
momentului cînd perturbațiile îşi încetează acţiunea va fi alta decit aceea 
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datá de solutia consideratá la inceput. Rezultá cá dupá incetarea ac- 
tiunii perturbatiilor fenomenul va fi descris de altá solutie decit cea cu care 
am plecat. Cu alte cuvinte efectul unor perturbatii de duratá scurtá constá 


turbatiile își încetează acţiunea. Cum în orice model matematic al fenome- 
nelor naturale se neglijează asemenea perturbații, pentru ca fenomenul să 
fie corect descris şi soluţia matematică să aibă sens fizic este necesar ca 
modificări mici ale condiţiilor iniţiale să nu aibă efecte prea mari asupra 
soluției. Această condiţie este întotdeauna asigurată pe un interval dat 
(a, b) de teorema de continuitate în raport cu condiţiile iniţiale. Aceleaşi 
raționamente ca mai înainte ne fac să considerăm necesară independenţa 
lui 8 de mărimea intervalului şi ne conduc astfel la noţiunea de stabili- 
tate a soluţiei. 


$ 1. TEOREME ASUPRA STABILITĂȚII $1 STABILITĂȚII UNIFORME 


Să trecem acum la definiţia precisă a stabilităţii. Considerăm sistemul 


dr 

— = jít, e 1 

3i f( x) (1) 
şi fie z (t) o soluţie a sistemului definită pentru ¿> de. 

DEFINIȚIE. Vom spune că soluția T(t) este stabilă dacă pentru orice 
e > 0 există Se; lo) astfel încît dacă | xy — Zill 9 să rezulte 
(att: to; £o) — T(t)| < e pentru t > to. 

Există împrejurări în care nu toate soluţiile unui sistem de ecuaţii 
diferențiale au semnificaţie fizică. Este evident că în asemenea împrejurări 
nu ne interesează ca toate soluţiile cu condiţii initiale apropiate de cele ale 
soluţiei x(t) să rămînă în vecinătatea acestei soluţii ; este suficient ca aceas- 
tă proprietate să aibă loc numai pentru soluţiile care au sens fizic. Ajungem 
astiel la următoarea precizare a noţiunii de stabilitate. 


DEFINIȚIE. Vom spune că soluţia x(t) este stabilă relativ la o mulţime 
M de soluţii dacă pentru orice e > 0 există S(e; t) astfel încât dacă 
| 2, — (to) | < 9 şi soluţia x(t; to, o) aparține multimii M să rezulte 
| ælt; tos £o) — T(t) |< € pentru t > t. 

Dacă z(t) este soluţia a cărei stabilitate o studiem (subliniem cu 
acest prilej faptul că întotdeauna este vorba despre stabilitatea unei anu- 
mite soluţii, pe care o presupunem cunoscută), prin schimbarea de varia- 
bile y = 200) putem reduce întotdeauna problema la studiul stabilităţii 
soluției y = 0. Într-adevăr, obţinem 


dy_de_ dz | AU — NV — FUE (0) — 
a e m flt, 2) — ft, 2 (0) = ft, y 4- 2(t)) — ft, 7 (t)) = F(t, y) 
dy 


şi noul sistem n — F(t, y) admite solutia y = 0 corespunzátoare solutiei 
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x = c(t). Condiţia | æ (to) — zo |< 8 revine la |y, | <ò iar |z(t; to, £o) — 
— c (t) |< e revine la |y(t, to, 99)| < e. 

Liapunov a numit sistemul obtinut pe aceastá cale sistemul de ecua- 
tii al mişcării perturbate; sensul acestei denumiri stă în faptul că noile 
necunoscute y reprezintă de fapt perturbațiile suferite de mişcarea æ(t). 
Prin trecerea la sistemul de ecuaţii al mişcării perturbate se poate spune 
că stabilitatea mişcării se reduce la studiul stabilităţii echilibrului. 

În tot ceea ce urmează vom considera numai problema stabilităţii 
soluţiei banale v = 0. 

TEOREMA 1.1. Presupunem că există o funcție V(t, x), definită pentru 
t>0, |x | < ën continuă și cu proprietăţile: 

a) V(t, 0) 2:0; 

b) V(t, x) > al lx |), unde a(r) este continuă, monoton crescătoare 
si a (0) — 0; 

e) V*(t) = V(t, a(t)) este monoton descrescătoare oricare ar fi soluția 
x(t) a sistemului (1) cu |a(tg) |< 5; 

Atunci soluția x = 0 a sistemului este stabilă. 

Demonstraţie. Fie, 3, > e > 0 dat si S(<; tọ) astfel ales încît | xo |< 
< 8s4 implice V(t, x4) < a(2); asemenea alegere este posibilă deoarece 
V (to, 0) = 0 si V (to, £) e continuă. 

Fie x, cu | |< 3; considerăm soluţia z(t; to, To). 

Funcția V*(1)=V(t, x (t; to, Zull este prin ipoteză monoton descres- 
cátoare, deci 

V*(t) < V(t) = Vito, Za? tos all = Vito, £o). 
Rezultá 
a(| ælt; to, £o) |) «C V(t, ælt; to, Zull < Vito, To) < ale). 
Deoarece a(r) este monoton crescătoare, de aici rezultă | x(t; to; all < € 


pentru orice t > tẹ, deci soluţia rămîne in domeniul |x| < 3,, unde V e 
definită ; teorema e demonstrată. 


Observaţii. 1) Dacă V este diferentiabilá, funcţia V*(t) este derivabilă 
Şi avem 


dV* Oh OV da ð V ð V 
SE 5 a7 sr ——, Í(t, 2) 
dt 0t dr dt 0t ð x 
deoarece x este soluția sistemului de ecuații diferențiale. 
Funcția 
aV (t, x a V(t, x 
0t ð x 


se numeşte derivata funcției V în virtutea sistemului. Condiţia c) din teo- 
remá este evident satisfăcută dacă V este diferentiabilá si W(t, c) « 0. 

2) Stabilitatea soluției banale implică evident prelungibilitatea pen- 
tru orice t > t, a soluțiilor cu condiții initiale într-o vecinătate a lui x = 0, 
deoarece faptul că | x(t; to; £o) | < e asigură posibilitatea prelungirii, soluția 
nepărăsind domeniul relativ la care sînt îndeplinite condițiile teoremei 
de existență. 
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3) Sá analizám modul in care se comportá teorema dacá vrem sá 
obţinem numai stabilitatea relativ la o mulțime M de soluţii. Este suficient 
să cerem ea V(t, z(t)) > al |z(t)|) şi V(t, z(t)) monoton descrescătoare nu- 
mai pentru soluţiile x(t) apartinind mulţimii M de soluţii ; de asemenea pu- 
tem presupune că funcţia V(t, x) e definită numai în punctele (t, x) de pe 
graficele soluţiilor din M şi e continuă numai în aceste puncte. Teorema se 
va formula în felul următor: 

Presupunem că există o functie V(t, x), definită si continuă pe inter- 
secția dintre domeniul (t > 0, |x | < ù) si reuniunea graficelor soluţiilor 
din M, cu proprietăţile V(t, 0) = 0, V(t, x(t)) > a(| x (t) 1), V(t, x(t)) mono- 
ton descrescátoare pentru orice solutie x(t) din M. 

Atunci soluţia banală a sistemului e stabilă relativ la M. 

Noţiunea de stabilitate definită mai sus are dezavantajul că este 
direct legată de momentul initial 4, ; valoarea 3 a abaterilor initiale admise 
depinde nu numai de abaterea admisă pentru soluţie, ci şi de momentul 
initial. Or, dacă ne întoarcem la problema perturbatiilor cu acţiune de 
scurtă durată, este clar că asemenea perturbații pot apărea în diferite mo- 
mente ale desfăşurării fenomenului şi tocmai aceste momente (mai exact, 
momentele cînd, acţiunea perturbatoare încetează) sînt considerate drept 
momente initiale. Pentru ea noţiunea de stabilitate introdusă să aibă va- 
loare fizică este deci de dorit ca perturbațiile initiale admise care nu au efect 
dăunător să nu depindă de momentul iniţial. Ajungem astfel la noţiunea 
de stabilitate uniformă. 

DuFiN.TiE. Soluţia banală x=0 se numeşte uniform stabilă dacă pen- 
tru orice e > 0 există Se) > 0 astfel încît dacă |x| < 3 să rezulte 
(Lait: to, Pal | < e pentru t > ty, oricare ar fi to. 

Se vede cá deosebirea fatá de cazul considerat anterior constá in 
independenţa lui S(<) d tə- 

TEOREMA LU. Presupunem că există o functie V(t, x) definită şi con- 
tinuă pentru t 20, |x!|< ën cu proprietăţile : 

a) V(t, 0) z 0. 

b) a(!z |) < Wi x) < b(|z |), alr) gi b(r) fiind continue, monoton 
crescătoare $$ a(0) = b(0 js 0. 

e) V* (t) — V(t, x(t)) este monoton descrescătoare pentru orice soluție 
c(t) a sistemului cu |a(t) | < ën, 

Atunci soluția x = 0 este uniform stabilă. 

Enunţul corespunzător pentru stabilitatea uniformă relativă la o 
mulțime M de soluţii este imediat. 

Demonstraţie. Fie 0 " < 5 şi 8 — b^! [a(e)]; fie x, cu | |< 8. 
Considerám solutia slt; to; Zo). Funcția V*(t) = V[t, et: to; ell este 
monoton descrescătoare, deci 


V*(t) < V*(t0) = Vito, 203 to, Zell = Vito, 29) < b(1 Tol) < b(5) = 
= b[b”* (a(e))] = a(e). 
Rezultă al ælt; to, £o) 1) < V*(t) < a(s) 
deci |æ (t; to, 2o) | < € pentru t > to- 
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TEOREMA 1.2. Dacă soluţia banală a sistemului este uniform stabilă, 
există o functie V (t, x) cu proprietățile din teorema precedentă. 
Demonstraţie. Punem V(t, 2) = sup | x(t + o; t, {x)|. Funcţia V(t, c) 


20 


e definită pentru t >0, |z |< 3, = sup Ziel Din 


| m (t +0; t, s)| « «(|o |), 
unde (ò) este funcţia inversă a funcţiei 9(z) (care poate fi aleasă continuă 
şi monoton crescătoare), rezultă V(t, zr) < e(|x |). Mai departe, 
e |æ (t +o; t, x)| > |x(t; t, x)| — |a, 


deci 
V(t, z) 2 |« |. 
In sfirgit, fie 


V*(t) = V[t, e (t; tp, 2,)] = SUL (ott + o; t, (t; to, 2o)) | = 
= sup |r(t+ o; to, To) |. 
020 


Tie UA > la, d — A => bo. Avem 
V*(t) = sup | æl + 5; to, 2o) | = sup |o (t + d +0; tos, 2o) | = 
020 020 


Se SUD att + o; to, Zo) |< Sup (att, + 05 to, £o) | = V* (ta) 


deci V*(t) este monoton descrescátoare. Teorema e demonstratá. 


Sá considerám acum un sistem de forma 


daz d 

di = X(t, v, y), Ee = Y(t, 1, y), (2) 
unde X gi Y sint definite pentru t > to, |£ |< H, y arbitrar (x,y vectori), 
X(t, 0, 0) =0, Y(t, 0, 0) =0. 

DEFINIT:E. Soluţia y = 0, y =0 a sistemului se numește stabilă în 
raport cu componentele x dacă pentru orice e > 0 există 5 > 0 (depinzind 
de e şi to, iar în cazul stabilității uniforme numai de £) astfel ca, dacă | zy | + 
+ [Yo | < 8 să rezulte | x(t; to, Lo, Yo) |< e pentru t > to. 

TEOREMA 1.1”. Presupunem că există o funcție V(t, v, y) definită 
pentru t> ta, |£ | <H, y arbitrar, cu proprietăţile : 

1%. V(t, 0, 0) = 0, V(t, x, y) continuá pentru x = 0, y = 0; 

2. V(t, x, y) > a(| x | ) cu a(r) continuád, monoton crescătoare, a(0) —0; 

3. V[t, x(t), y(t)] e monoton descrescătoare pentru orice soluţie x(t), 
y(t) a sistemului cu |a(t) | < H. 

Atunci soluţia banală a sistemului (2) este stabilă în raport cu compo- 
nentele x. Dacă în plus V(t, x,y) <b(|x| + |y |), unde b(r) e ca în teorema 
1.1”, atunci stabilitatea e uniformă. 

Demonstraţie. Fie £ > 0, 5 > 0 ales astfel ca Hi, To, Yo) < ale) 
dacă | so | + | yo] < 3; dacă V(t, x, y) <b(lx | + ly |) seia è= b [a(s)]. 
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Considerăm soluţia z(t ; to, To, Yo), Y(t; tos To, Yo) Yi functia V*(t) = 
= V [t, zii; to; Zos Yo), Y(t; to, To, Yo) ] care este prin ipoteză monoton des- 
crescátoare. Rezultá 


a(|r(t5 to, Zos Yo) 1) < V*(t) < V*(t0) = Vito, Zos Yo) < ALE), 
deci | x(t; to, To, Yo) | e pentru t > to. 


TEOREMA 1.2”. Dacă soluția x = 0, y = 0 a sistemului (2) este uni- 


form stabilă în raport cu componentele x, există o funcție V (t, x, y) cu toate 
proprietățile din teorema precedentă. 


Demonstraţie. Luám V(t, z, y) = sup |æ (t + 5; t, x, y) |. Evident, 
020 
V(t, x, y) «:ie(Im | --1y 1) şi V(t, x, y) > |æ |. Mai departe, 
V*(t) = VIU, at; to, Zos Yo), Y(t; to, To, Mall = 
= Sup (it + 05 t, x(t; to, To, Yo), Y(t; to, To, Mall | = 


= sup |z (t +o; lo, Lo, Mall, 
020 


Fie t > la, d = M = bo; avem 


V*(t,) = SS (it, + o; to; Zos Yo) | = 
dios (ett 4d +05; to, To, Mall = 


> SUD (ott, + 05 lo, To, Yo) | < sup | a(ts + o; to To, Yo) | = V*(ta), 
deci V*(t) este monoton descrescátoare. 


Sá punem in evidentá citeva particularitáti ale sistemelor periodice 
în raport cu t. Fie deci în sistemul (1) f(t + o, 2) =f(t, x). Atunci o dată cu 
ælt; to, Pal este soluţie şi z(t + o; ty, £o). De aici, dacă sistemul (1) inde- 
plineste condiţiile teoremei de unicitate rezultă 

GU + 03 t + €, 2) = alt; ty, To) 
deoarece în ambii membri ai egalităţii avem soluţii ale sistemului (1) şi 
aceste soluţii coincid pentru t = tọ- 

PROPOZITIA 1. Dacă f(t + o, x) = f(t, x), stabilitatea soluţiei banale 
a sistemului (1) este întotdeauna uniformă. 

Demonstraţie. Fie, pentru t, fixat, Zull — sup 9(e, to). 

>0 


Fie 3 — inf 3, (te); 3, > O căci 3, (4) poate fi aleasă continuă. 
Pentru 0 — 8 < 3, definim 
e(8) = SEH | (ty +0; tos Zoll, 
Funcţia e( ò) este monoton crescătoare ; fie 9 (c) inversa ei. 
Pentru | zy | < S(<) rezultă | x(t; to, £o) | e pentru orice 0 < ty < c. 
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Pentru t, > 0 arbitrar, avem ko «t, < (k + 1)o, deci 0 Lt — 
—ko<o şi |z(t; tos Zull = | a(t — ko, to — ko, c) | < e(8) dacă. 
| 25, | < 8, deci | x(t; to, £o) | < e dacă | a, | < 9(e). 

PROPOZITIA 2. Dacă f(t + o, 2) = f(t, x), functia V(t, x) din teo- 
rema 1.2' este periodică de perioadă w. 

Demonstraţie. Avem V(t + o, 2) = sup | ælt + o +0;1+ o, 2)] = 

020 


= BUD (att +o; t, 2)] = V(t, x). 


Un caz particular de sisteme periodice îl constituie sistemele în care- 
f nu depinde de t. Rezultă că pentru asemenea sisteme stabilitatea este în-. 
totdeauna uniformă şi funcția V poate fi aleasă independentă de t. 


DEFINIȚIE. Solutia x(t) a sistemului (1) se numeşte nestabilă dacă 
nu este stabilă. 

Să formulăm acum o teoremă care permite sá se recunoască nestabi-. 
litatea soluției banale x = 0. 

TEOREMA 1.3. Dacă există o funcţie V(t, x) cu proprietățile 

1° |V(t, x) | x: b( |o |), unde b(r) este monoton crescătoare si continuă ;: 

2 Pentru orice 3 > 0 gi orice ty > 0 există x, cu |x| < 9 astfel ca. 
V(tj, 2) < 0; 

3° lim sup 

h0 + 
c(r) este monoton crescătoare et continuă, c(0) = 0, atunci soluția x = 0 a 
sistemului (1) este nestabilă. 

Demonstrație. Să presupunem că soluția este stabilă. Atunci pentru 
orice e > 0 git, > 0 există (e, ta) > 0 astfel ca | v, | < 8 să implice- 
| 2 (£311, 29) | < e pentru t> t, Alegem pe x, astfel ca |z, | <8 gi V (tg, £o) < 
<0. Din |z,| < 5 rezultă | x(t; to, zo) | < e, deci |V(t, x(t; tos 2$)) |< 
e b(|m(t; to, vm) |) < b(s), pentru orice t > tẹ Din condiţia 3” rezultă în 
particular că V (t,:x(t; to, Pall este monoton descrescătoare, deci pentru 
orice t > t, rezultă V(t, x(t; to, Pull «V (to, 24) <0, deci |V(t, (t; 19, £o) | > 
> |V (to, 20), deci b(|x(t; to, 2,)1) 2 |V (to, Zo) | deci] æ(t; to, 212 
b!(V(t, To) 1). Din condiţia 3% rezultă 


V(t+h, s(t +h, t, z)) — V(t, a) Lia ad 


lim sup JERESESAS ti 93:000) cs A At. cei Lt? ; tos £o) |) 
h04 h 
deci 
t 
V(t, ali; tos 2,)) < Vito, 2) —V cl lelu; to, 2o) 1) du. 

. to 

Din 
(att: to, all >b7* (IV(tg, To) |) 
rezultá 
c( |z(t5 to, £o) |) > e[b ! (IV (tg, all 

deci 


V(t, ælt; to, Dall < Vito, Lo) — (t — tp) e [b X IV (to, £o) IL 
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Dar aceasta înseamnă că 


lim V(t, z(t; ty, To)) = — oo, 


t— oo 
ceea ce contrazice faptul cá 


| V(t, æ(t; to, To)) | < dle). 


Observatie. Analizind demonstratia se vede cá existenta unei functii 
V cu proprietăţile din enunţ implică o nestabilitate foarte puternicá : 
pentru orice e > 0, orice t > 0 şi orice 3 > 0 există x, cu Iw |< 8 gi 
T > t, astfel ca |æ (T ; to, 2$)! > e. 


$ 2. STABILITATEA ASIMPTOTICĂ 


De multe ori nu este suficient faptul cá perturbatiile cu actiune de 
scurtă durată nu duc la perturbații mari ale soluţiei ci natura problemei 
cere ca efectul acestor perturbații să se amortizeze, să dispară după un 
interval destul de mare de variaţie a lui î. Astfel se ajunge la noţiunea 
de stabilitate asimptotică pe care o vom defini în cele ce urmează. 

DEriNiTiE. Soluţia x = 0 se numeşte asimpt tic stabilă dacă e sta- 
bilă si în plus există 3, (t) 0 cu proprietatea că dacă |x,|< 3, avem 

lim |z(t; to, 2) | — 0. 
t-> œ 

Solutia x = 0 se numeşte uniform asimptotic stabilă dacă există 39 > 
> 0 și funcțiile Giel şi T(e) cu proprietatea că |£ | < 8 implică | x(t; t9, £o) | < 
< e pentru t > to iar |x |< 99, t> to +T(e) implică |x(t; to, £o) |< e. 

Stabilitatea asimptotică uniformă revine la stabilitatea uniformă 
gi la Dm æ(t; to 2) = 0 uniform în raport cu ty si 2%, (to > 0, |y, | < 8). 

t -> œ 


t 
orl Hei | k(s)ds = O (t — ty), atunci existența funcției T(e) este sufici- 


entă pentru stabilitatea asimptotică uniformă. 

Într-adevăr, fie c > 0, T(e) valoarea corespunzătoare; alegem pe 
9(s) astfel încît |x, |< ò să implice |æ(t; to, Pall e pentru ty < t < ty + 
+ T. Asemenea alegere este posibilă pe baza lemei 0.7 luînd q, = 
= mt; to, Lo), P2 = 0, & = e =0. 

Obtinem 


to+T 
Y kiudu 
Lait: tos 2) | < 3e 
gi deci 

AOS 


k(u)du 
d ge 


A . 
, 


tinind seama de proprietatea impusă lui k(u) rezultă că 5 depinde numai 
de e. 
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TEOREMA 1.4. Presupunem că există o funcţie V(t, x) definită pentru 
t> to Ile H continuă și cu proprietăţile: 


a) V(t, 0) = 0; 
b) V(t, 2) > a (|7|), a(0) =0, a(r) continuă sí monoton crescătoare ; 
iy imap A AA PI A M e 
h-0- h 
« — e [V(t, at; ty, 2))], 


unde c(r) este continuă si monoton crescătoare, c (0) = 0. 
Atunci soluţia x = 0 este asimptotic stabilă. 


Demonstraţie. Pe baza teoremei 1.1. soluţia este stabilă. Din ipoteză 
V[t, x(t; to» Zull rezultă monoton descrescătoare, deci există 


V, = lim V[t, x(t; ty, all 


t-> oo 


Dacă V, + 0, avem c(V,) + 0 si cum c(r) e monotonă, 


c[V(t, x(t; to, 2,))] > c(Vo), 


deci 
— e[ V (t, eu: 2)] « — e(Vo) 
deci 
lim sup V[t + h, a (t + h; tos Ton NE V [t, x(t; lo, al < — e(V,). 
h-20-4- 


Integrind rezultă 
HI at; to, all — Vito, £o) < — (Vo) (t — to) 
deci V [t, x(t;t,, 2,)] tinde către —oo cînd t > oo, ceea ce contrazice fap- 
tul cá 
V[t, ult; to, all zalot: to, Zo) 1). 
Rezultă V,—0 şi din V [t, x(t; to, 2,)]>0 rezultă a ( |x(t; tos 2,) |) > 0 


deci |x(t; tj, 2,)| — 0 cînd t > co şi teorema e demonstrată. 
Observaţii. 1) Considerăm sistemul 


dz d 
ap 7 X9) E= Yl, w, y) X(t, 0, 0) = 0, Y (t, 0, 0 2 0. 


Presupunem că există V(t, x, y) continuă gi eu V(t, 2, y) > a( | 2]|), 
Y(t, 0,0) 20, 
li AAA EE 
h=>+0+ 


x — c[V(t. x(t; lo, xo, Yo), Y(t; tos Xos Yo))l- 
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Atunci soluţia x = 0, y = 0 este asimptotic stabilă în raport cu com- 
ponentele v. 
Într-adevăr, demonstraţia decurge ca mai sus si se deduce 
lim V [t, ælt; to, Lo, Yo), HU tos Los yo)] = 0 
şi deci 
2 ai Volt: to, Lo, Yo) 1) = 0 
deci 
lim |a(t; to, Ze yo) | = 0. 
t-> 
2) Se vede de asemenea uşor cá atît definiția stabilității asimptotice 
cît si întreaga teoremă se pot relativiza la o mulțime M de soluții. 
TEOREMA 1.5. Presupunem că există o funcție V (t, x) cu proprie- 
tátile : 
a ([2]) «V (t, x) <b(|2 1), 
iius [t + h, æ (t+ hs ty, Zull — V [t, x(t; to, Zell 
h-0-- h 
< — 0 (|(æ (t; to Zo) |). 
Atunci soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă. 


Demonstraţie. Fie e > 0, 8(e) <b ![a(c)]; dacă |x| < 9 (s) re- 
zultă 


< 


a (|æ (t; to, 29) 1) < V [t, v (t; to, $29)] < V (to, To) < 
< b (lx) |) < b(8) < a (e) 
deci |æ (t; to; Zull < € pentru t > to- B l 
Fie |x| < H domeniul in care sînt îndeplinite condiţiile din enunț, 
3, = 8 (H), T (e) = 20) 
e [3 (e)] 
[to to + T] am avea |æ (t; tos Zull > 8 (e). Atunci 


lim ye [t+h; æ(t+h; to, 20)] — V [t5 ælt; to, Gul « — e[8 (e)] 

h-04- h 

pentru t€ [tə to + T] si integrind 
V[t, a (t; to, 49)]—V [to £o] < — c[9(s)] (t — to), 

VIt, olt; to, 29)] < V[to, £o] —e[9(s)] (£—19) < b(a) — e[9(e)] (140). 

Pentru £—1,-- T' se capá!d 

HI, æ(t; to, Zull « b (99) —c[9(e)]T = 0, 

ceea ce este contradictoriu. Rezultă că există t, €[ f, ty + T] astfel ca. 
Lait, 5 to, 29) | < È (e) deci |x (t; to, x) | < e pentru t >t,, deci în orice caz. 
pentru t>to4+ (e). 

Observaţii. 1) Dacă 


lim a(r) == lim b(r), 
r>3 0 T— 90 


- Fie |z| < čo Sá presupunem că pe 
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atunci 
£- oo 
i dacă proprietăţile din enunţ au loc pentru toti z rezultă şi 9 — oo. 
n acest caz spunem că avem de-a face cu stabilitatea în mare. 
2) Ca mai sus se vede că dacă sîntem în situaţia din observaţia 1) 
de la teorema precedentă şi funcția V(t, x, y) verifică condiţiile 


a|z]) <V(,2,y)<blel|+|y1), 


lim sup VILE Je ZUR; lo. Fo, Yo), Yth; fo, Zo, Yo )]— VIL, att er o). Wit: fo To: Yo)] « 
h-904- h 


< — € (10 (t; to, To, Mall +I 9 (t; to, To, Yo) |), 


atunci are loc stabilitatea uniformă în raport cu componentele æ. În- 
tr-adevár, ca în demonstraţia teoremei se arată că există t € [to, to + T] 
astfel încît 


|æ (ti; to, Lor Mall + 19 (ti; to, Zos Yo) | < 9 (s) 


şi apoi totul rezultă din proprietatea lui 9 (e). 

3) In problemele practice este de mare importanță evaluarea nu- 
merelor 5 (s), 3, T (e). Să observăm că din demonstraţia teoremei re- 
zultă că dacă avem la îndemînă funcţia V (t, x) si funcţiile a (r), b (r), e(r), 
putem lua ò (e) = b^! [a (=)], 9, = ò (H) (si cind Ve definită pentru orice 


e,  —lim 3 (e) =5"1 [a (00))), T (e) = SoL. 
eo c [9(«)] 
Sá facem acum citeva observatii in legáturá cu stabilitatea asimp- 
toticá uniformá. 
1? În definiția stabilităţii asimptotice uniforme intervin funcţiile 
à (s) şi T (e). Să arătăm că aceste funcţii pot fi alese continue şi monotone. 
Demonstraţie. Fie e, un şir pozitiv, monoton, tinzind la zero, 


9i (e) = sup 5 (e,+,) pentru cu, Le < Ep; |Zo] < 9, (e) implică 


(att to; Lo) | < En+1 < € pentru t > to. Definim pe 5* (e) liniară în [e,.,, En] 
ȘI 0" (ema) = di (ema), 9" (En) = 93, (€n+1). Cum 3, (87,1) < 9, (En) 
(căci 3, (<,) a fost definită ca margine superioară a mulțimii numerelor 
ò cu proprietatea că |x] < è implică |æ (t; to, To)| < €n) şi in plus 
Si (e,) > 0 cînd n —>00, rezultă că 93,(s,,,) = 8, (€n) numai pe porțiuni 
finite ale sirului, pe care le putem suprima, astfel încît 8, (e,) şi deci 3*(e) 
să fie strict monoton crescătoare. Funcţia 3*(<) va fi continuă, strict 
crescătoare, 8*(0) = 0 şi |z] < 8*(<) implică |x,| < 93'(e,) = 9, (€n+1) 
(esa e < en) deci |æ (t; to, To) | < San Se, deci 5"(e) are toate 
proprietátile cerute. 

Analog, fie T, (s) = int T (€n+1) pentru e, < e« En; [2o] < 5 


si t >t Zu (e) implică |æ (t; to, zy)| < e,., Se. Definim pe T*(e) 
liniară in Te, En] Și T* (En+1) = TA (5,435 T* (En) = Ly (en). Cum 
T, (£,41) > T, (€a) (căci T, (e, ) a fost definită ca margine inferioară a nu- 
merelor T cu proprietatea că t > to + T implică |z(t; to, 2)| < En şi 
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T, (,,1) are această proprietate) şi s T, (e,) = co, egalitatea T, (8, ,1)= 


= T (e,) poate avea loc numai pe portiuni finite ale girului pe care le putea. 
suprima. 
Funcţia T*(<) e monoton descrescătoare, continuă, lim T'* (e) = oo 


e>0 

si t > to + T* (e) implică t > to + T* (e,) = to + T, (€,,1) deci 
(et: to To) | < En+1ı < €, dacă ep < € « Eno 

2” Fie e (6) inversa funcţiei 5 (=) şi y (T) inversa funcţiei T (n); 
avem |x (t; to; %)| << (|2|) pentru t > ty, |æ (t; to, Zull < y (t — to) 
pentru t > to, |z9| < 5. De aici rezultă |æ (t; ty, £o) 12 < e (1201) n(t—to) 
pentru |z,| < 9, t > tọ Prin urmare stabilitatea asimptotică uniformă 
este echivalentă cu existenţa a două funcţii x (7) si y (7), prima monoton 
crescătoare, a doua monoton descrescătoare, astfel încît 


|o (£5 tos To) | < x (120l) Y (t — to). 


3? Dacă y (r) este liniară si |f (t, z)| < L (r) lx] pentru |z| <r, 
stabilitatea este exponențială, adică există constante a > 0, si B —0 
astfel ca 


— alt — ta) 
e 0 


[a (t; to, zo) | <B |2, |. 


Construim o funcție Liapunov cu formula 


t+T 
V (t, c) =| lo (75 t, 2)12 dr. 
e E 


Avem 
læ (t; tos 2) | < k| zol v (0), 
deci 
læ (t; t, z)| <k 0 (0) el pentru t 7 t, deci 


V (t, 2) ch k2 42 (0) |x|? de = Tk? 9? (0) |æ]. 


Mai departe, 
d 


1,2635 2 =f (T, 2 (t; t, gi 


(0(551,0),— z (51,2) = (2 (x; t, 2), f (7, 0 (z; t, ai, 
T 


deci 


1d |o (754 x)|? = (x (t; t, x), f (7, e (7; t, 2). 
2 dr 


Dacă |x| < r rezultă 


|æ (T; t, 2] < ky(0)r, 


TEORIA STABILITATII 3T 


sl 
| f (t, € (15 t, 2))| < L (ry) jæ (7; t, z)|. 
De aici 
1d E 
— — |æ (5t, z)|* <L (r) læ (t; t, 2) 12, 
2 d« 
Zuletzt a) > — 22 (r), |æ (534 2) 2 eee Jat 
T 
Rezultá 
LÉNK T 
V (t, 2) > ez) eet de = en) e 2 (rw: de. 
-t 0 
În definitiv 
x (T)|v|]? <V (t, x) < B (T) lei, 
Mai departe, 


t+T (LT 
V [t, x(t; to; To)] =| læ (75 t, æ (t5 to 29)) |? dr =| la (v 5 tos all dr, 


-t -t 


d 

Sech IG æ (t; to 29)] = |æ (t + T; to, 2p) 1? — |x (t; to £o) 1? = 
—(|&(t4- T 5t, æ (t; to, 29))| —| EE; to, £o) |) Jett LI: to; £o) 14 lælt ; tos Lo)1) < 
< (k Y (T) |o (t; t, 29) | — |o (t; to, 23) Mu (14-T 5 to, Lo) | + 12 (t; to, 20) |) - 

Alegem pe T suficient de mare astiel ca y (7) < = deci k HE) <= S 
rezultă 


d 1 | 
quU etin 20) X — 719 (ti t 29) | Clo (tT 5 tos 29) +l (65 tos 2) |) < 
1 . 
= E? lx (t; to, 29) |^. 


Din existenţa funcției V (t, x) cu proprietăţile stabilite, rezultă, 
imediat stabilitatea exponențială. Din 


V (t, v (t; tg, Zull < B(T) |æ (65 to, all? 
rezultá 
1 
— |æ (t; to 20) 1% < "em It, æ (t; to; Lo)], 
deci 
1 


= 2B(T) 


d 
di V (t, æ (£519, Pall < V (t, æ (t; to, Ball, 
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De aici 


1 
a (T) |æ (t; to 2) 12 < V (t, a: to 2) < V (to, 2) e "^^ < 


(t—tp) 


1 
e BU) mite % 
Rezultá in definitiv 
B(T) - A 


[a (05 tos m S ms [2 |? 
Sau 
BUD. wert" 
Le (t; te) «|j BUDe 10  * ja 
a (T) 


4^ Din cele demonstrate la punctul precedent rezultă că dacă f (t, x) 
e omogená in x de gradul intii, atunci stabilitatea asimptoticá uniformá 
implică stabilitatea exponențială. 

Într-adevăr, dacă f (t, zx) e omogenă in z de gradul întîi, rezultă 
că x(t; în, k to) = k 2 (€; to; Co); în ambii membri ai egalităţii avem 
soluţii ale ecuaţiei şi aceste soluţii coincid pentru t=+t,. Într-adevăr 


d d 
EF Lp) = SET t (t sto Lo) = 


= kf (t, € (t; tos all =f (t, kx (t; to, all, 


Rezultă 
|æ (t; tp, Fäll = |k] |o (t; to, 2,)] < k x(lzol) Y (t — to), 
deci 
Lol Y 1 
[alt ; to, £o) | = ts tos GAN < FREI X (50) datt — to), 
0 0 0 
deci 


x t) S x (89) 7 
0 


ceea ce arată cá y (r) poate fi luată liniară. 

În particular, dacă f (t, x) — A (t) » condiţia de omogeneitate e 
îndeplinită si obţinem teorema lui Persidski: la sistemele liniare stabili- 
tatea asimptotică uniformă implică stabilitatea exponențială. 

5° Să arătăm că dacă f(t, x) este periodică în t cu perioadă ou, 
f(t+ o, x)= f(t, x), stabilitatea asimptotică este întotdeauna uni- 
formă. 

Stabilitatea uniformă a fost pusă în evidență anterior. Să luăm 
o (7) = sup | 2 (fo + 4; to 2,)| pentru u >t, (seis o |%|<?. 
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Funcţia z (to + 4; to, £o) e periodică in tẹ continuă si deci marginea su- 
perioará construitá este de fapt margine superioară pe toată axa to. 
Evident, c (t) este monoton descrescătoare ; inversa ei este funcția 
T (e) din definitia stabilităţii asimptotice uniforme. 


Vom stabili acum teorema de existentá a functiei Liapunov in cazul 
stabilitátii asimptotice uniforme. Existá ín momentul de fatá diferite 
procedee de constructie a functiei Liapunov. Printre acestea vom alege 
pe cel dat recent de Massera ca fiind cel mai simplu. 


TEOREMA 1.6. Dacă soluția banală a sistemului este uniform asimptotic 
stabilă, există o funcție V (t, x) cu toate proprietăţile din teorema 1.4. 

Demonstraţie. Fie G (r) cu G (0) = 0, G (0) =0, G (r) > 0, G” (r) > 
> 0 şi a > 1. Notám g (r) = G” (r). Atunci 


G (r) el dul d (v) do; a (=) -V aw g (o) dv. 
0 0 x . 0 «0 


w S 
Punem u =— ; se capătă 


a) af g (v) dv <— AKAN g (0) de = LG (n. 
x x.o A o 
Alegem 
Cl supd (12 (t4 oita) E; 
l-4-56 


pentru o = 0 se capătă G (|x|) deci V (t, x) > G (|x|). Fie e (ò) func- 
tia inversă a lui ò (cz). Avem 


Im(t + o; t,0)|<e(]21), G(Im (t + 05;t, 2) 1) Gela), swa 
deci 
V (t, 2) < «G [e (|x ])]. 


: < 1 
Pentru c > T (s) avem | z(t-- 051, 2) | < e, deci dacă o > dk 21) 
O 


1 
rezultă |x (t+ o; t, ir «al deci CG (let 4- 6; t, an «eel gi 
c 


rm 


4 (|a (t 4-551, 2) 1) ELL < ae (Zll) «Con «Y (52. 
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Rezultá 
V (t, 2) = sup G (|am(t + 0; ft, x)|) 


oxox (7.121) G 


1 + «c 
lk 


si deoarece functia este continuá existá un punct c, in care marginea su- 
perioará este atinsá. Putem deci scrie 


1 
Y (2) —G (Iz tant 091) 5. 
1 +0, 
Fie x = 2 (t; t To), Pi = 2 (6 + h; t, vx). Avem 
Vt +h, a*) - G(Im(t --h Eo; tth g) LE = 
1 + ei 
1 + oe? 
—G(Inoz(t--h te ayy — E. 
(leet x)|) e 
Notám c* + h = c. Avem 
i 


V(+h,2*)=G(ic(t+0; ta = 


Lkeet, — bé | 
G(le(t+0;1,0)1) SEH pl 


1 + 0%)(1 + 90) 
Intr-adevár, 
eeng La (a — 1) h J- Le ` ah — h - 
l+o (1 Leit + 90) l+0 (1 + 0)(1 + 0?) 


_14+0*+)00+000*—oah hb 1+0* +6" + aoc" +h ` 
(1 +0) (1 +0”) i (1 +0) (1 + o*) i 
_1+0+«0* (1+0)_1+a0% 
o (i-es) Lite 
Rezultá 
(a — 1)h 
(1 + 0%) (1 + ao) 
(a — 1)hV (t, x) 
(1 + 0%) (1 + «c) 


V (han) < V 0, 0)| 1— j=ve x) — 


deci 
V (t + h, Cl V (t, zi. («—nDV (t, z) 
h 7C (14 c*)(1 4 ao) 
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Avem o«e « T[ ial). 0 < o dd deci 
le d A 


Vth a- Vata) (x — 1) V (t, x) 


eje 
Rezultá de aici 
lim sup V[t+h, v (t 4- hr to, Ce — V [t, x (ts to; 2p)] Se 
h—»04- 


(a — 1) G (|x (t; tozo) l) 


[a+r (Zle (i5 to z) I) | [1+ a T(> lE (i8, ail 
Am folosit faptul că 


g* — c(t -h;t, x) — xatt h;t, x(t; to Zull = x(t +h; to, Lo), 


V (t, x) 2G(|z|], lim |z'| = |z(t; t, Pull şi T(s) e continuă. 
h—»0 


În definitiv am arătat că V (t, x) verifică toate condiţiile din teo- 
rema 1.4. 


În cele ce urmează vom studia proprietăţile de regularitate ale func- 
Dei V (t, x). 


Vom presupune cá f (t, x) are următoarea proprietate: pentru orice 

pereche z, şi 2, cu Il <h, |z| <h, 
|f (t, 21) — f (t La) | < L, (t) | Tı — Lo | ° 

Pe baza lemei 0.7 rezultă că pentru orice pereche de soluții æ (t ; to, 21), 

x(t; to; Bel care rămîn în || <h avem 
t Ly( )ds 
|o (t; to 2,) — Lit; to 22) i S| 1, — ez] e" 

Am văzut mai înainte că 
1 + «o, 

01 
Fie acum x, şi x, astfel ca |z| < 8 (h), |£a| < 8(h); atunci so- 


lutiile z (t; to, 2,) si y (t; ty, £2) rămîn in |x| <h. Notám 


1 1 
nell T,= T(> ail 
o o 


V (t, al =G (|æ (t+ o; t 2) — nde 0 <a, < T (Zle); 
o 
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Avem 


< 


1 
gett Lat 0) 1) 8 — G (1m (£ 4- ot 0) 42% 
l9, LE 


61 


Sa (ro) 


|æ (t+ o; t, 2)| — le (t + 0,5 t, £2) |l; 


r, fiind cuprins între |æ (t + c; t, 2,)| gi læ (t + 05; t, £2) | deci 0 < ro < h. 
Cum G' (r) e monotonă, rezultă G' (r,) < G' (h). 
Rezultă 


| (G2 nit 2,)—G (12 (t iert s) om < 


VU" DL (8) ds 
<æ (h) e |2, — 2al. 


1 
la, — £a | + G(læ(t+ 0,5 t; eil) T 


01 
1+ ec. 


01 


G (|x (t 4- 015 t, ECT 


De aici 


+ 
L, (3) ds 
— a G' (h) M Lı — 23| + V (t, xı) «:G (| o (t 4- 01; t, 2, |) EL < 
LZ oe 
< V (t 23). 


Prin urmare 


CURT, 
L, (8) ds 
V (t, x) — V (t, x2) < « G' (h) M i Lı — Lal. 
Aceleaşi calcule dau 
t+T3 
j V L (8) ds 
V (t, 2,2) — V (t, 2) < a @ (h) e Lı — Lal. 
Fie 
T = max (T,, T,). 
Rezultă 


(4 T 
, L, (8) ds 


| V (t, 22) — V (t, 2,)] < x @ (h) e |z, — Taj 
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sau 
| V (t, £) — V (t, 2,) | <M (h, t, r)| zx, — v, 
pentru r < |z,| < 9(h), r< |z| < 3(h), t 0, 
+7 (2 d 
| Ly (8) ds 
M (h; t, r) = a@ (h) e”: 


Dacă L, este constantă, sau dacă are proprietatea 


t+u 

| L, e) ds| < 
el 

< K |u|, atunci M nu depinde de t. 


In cele ce urmeazá vom face aceastá ipotezá. De asemenea vom pre- 
supune pe h fixat. 
Alegînd pe G (r) astfel ca 


G (7) Ae xr (80) 
putem obtine 
IV (t, 24) — V (t, 2,)| <M |a — x| pentru |x,| < ho. 
Intr-adevár, sá notám 
læ (t + o5; t, 2m)| — "y læ (t +0; t, 2a) | = 12. 


Dacă r, > rı avem G (r,) > G (rı) deci 


1 
V (t, 2) 2 G (le (£-- 0,5 î, 2) 1) LE > 
1 +0 
1 
>6(10(t+o5t m) 1) BEI, a). 
1 + c 


Dacă r, < r, putem serie 


0 <G (r,) — G (ra) = G' (p) (1, — 12) SG (r1) (nn — Ta) < 


1 
—KT E sr») SE aro) 
a o 


«Ae (r, —ra <Ae ja (t + 0,5 6, 2,) — e (t + 
=KT l srp KT ial 
+H os; t, 2a) | «Ae E ; ) e (= ad 
Din 
læ (t +05; t, all =1, 
rezultă 


|æ l| > 8 (ri), 
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deci 
A 
T(*1al]« SE ò (r1)! 
o j ! 
deci 
0 <G (ri) — G (ra) <A |a — xa]. 
De aici 
li l + «o. 
« V (t, 2) —G(|m(t4- o0; t, 21) —— Ca |ti — z4|(*) 
1 + c 
deci 


LA aor 


01 


V (t, 23) > G (|o (t + 0,5 t, %a) |) >V (t, n)— «A it — ar]. 


Rezultă astfel în toate cazurile 
V (t, £a) — V (t, 2) 2 — aA |z, — al. 
Schimbind acum rolurile lui x, si x, se capătă 
V (t, 2,) — V (t, 22) > — «A |o, — z| 
deci în definitiv 
IV (t, 2,) — V (t, zl <a A |x, — 2, 


dacă | x;! Æ 0. 

Dacă z, = 0, prima inegalitate (+) dă 0< V (t, m) < «A| &l, 
deci relația obținută e valabilă gi in acest caz. Dacă x, = x, = 0 relația 
e banală. 

Rămîne de arătat că putem alege pe G astfel încît să verifice condiția 
cerută. Pentru aceasta nu avem decît sá luám 


r Soll se 
ar — Al e Fries) dr; 


«0 


j d ELE j TU 
avem G (0) =0, G'(r) —A e * > 0, G (0) =0, căci 8(0) = 0, 


T (0) = œ, si G'(r) e monoton crescătoare deci G''(r) există aproape 
peste tot si e pozitivă. 

În definitiv putem formula : 

TEOREMA 1.6'. Dacă soluţia banală a sistemului este uniform asump- 
tctic stabilă şi 


If (t, 2,) — f (t, elle L, (t) In — 22| pentru ¡2,| < h, [mS] Sh a 


t+u 
A L, (s) ds| «€ K lu], 


at 


există o funcție V (t, x) cu proprietățile 
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—— —— — —M—————MMM—— M —— ——— —— 


1 a(|]v]) « V (t, 2) «b(|v]); 
2 lim sup V tth, s(t + hit 2] — V [t6 ett: to, all 


h-0-- h 
< — e (|x (8; to Lo) 1); 


3 |V (t, 2) — V (t, £a)| <M |2, — £| pentru |2,] < 3 (87), 
|, | < 8 (8). | 

Această teoremă va juca un rol deosebit în ceea ce urmează. Pe 
baza ei vom deduce o serie de propoziţii care subliniază însemnătatea 
stabilităţii asimptotice uniforme. 

Să observăm în încheierea acestor consideraţii că dacă soluţia ba- 
nală este uniform asimptotic stabilă în mare, lim ò (e) =00 deci lim e (5) = 

-> 


e— ao 


< 


= oo, si cum a (r) = G (r), b (r) = «G (e (r)) rezultă 


lim a(r) = lim b (r) = co. 
T- 90 T-— 00 

De asemenea, dacă f este periodică în raport cu t de perioadă vw, 
V (t, x) este periodică pe perioada «c si dacă în particular f nu depinde 
de t, V nu depinde de t. Aceste fapte se arată la fel ca în cazul stabili- 
tátii uniforme. 

Vom mai da o teoremá care reprezintá o slábire a teoremei generale 
1.5 în cazul sistemelor periodice in t, respectiv independente de t. 

TEOREMA 1.5”. Fie f (t, x) periodică $n t, cu perioada w : 
f (t+ oœ, x)= f (t, x). Dacă există V (t, x) periodică cu perioada w şi cu 
proprietăţile : 


a) a|(z)| < V (t, z) <b(|21), b (ho) <a (hy), hy <h,<h; 
b) jiu pt este stă (LA: t, 2)]— V [t, <] 


h-90-L h 


<0 pentru |x| <h 


egalitatea din b) putind avea loc numai în punctele unei multimi M care 
nu contine semitraiectorii întregi, atunci soluția x = 0 este asimptotic sta- 
bilă şi sfera |x| < h, se află în domeniul de atracție. 

Demonstrație. Stabilitatea simplă şi faptul că |z,| < hy implică 
læ (t; to; Pall h, rezultă din 


a (|z (t5 to, 29) 1) «V (t, ett: tos 20)) H (tos To) «Cb (1201) <b (ho) < a (ha). 
Presupunem că există o traiectorie si un număr pozitiv 7 


astfel ca | x (t; to, £o) | > y pentru t > to, 12, | < h,. Considerăm funcția 


V* (t) = V (t, 2 (€; tp, Zull, Această funcție e monoton descrescătoare, 
deci există V, = lim V* (t) si V* (t) > V, pentru t > to. 
lao 


Considerăm şirul 2” = æ (ty + ko; ty, o); din |x| < h, rezultă 
că se poate extrage un subsir convergent, fie zy limita lui; atunci x, Æ 0. 
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Avem 
lim V*(t, + ko) = Vo; V* (to + ko) =V (to + ko, 2) = V (ty, 2%), 
— ao 
deci 
lim V* (t4 + ko) = V (to, 2"). 
k- ao 
Rezultá 
V (t, 7*) = Vo. 


Considerăm semitraiectoria c(t; to; x, ); deoarece această tra- 
iectorie nu se poate afla în întregime în M, funcția V (t, x (t; to; 2,)) nu 
e constantá deci existá t* > t, astfel ca 


y (6%, xm (t* 5 to, all < V (to, £o) = Vo- 
Pentru orice y > 0 avem 
jæ (t*; to Tp) — æ (t*; t, 2 9)| < y 
dacă k > N (y), deci 
lim V (t*, o» (t*, t, £™)) = V (t* ; zx (t* ; to, 2) < Ra 
00 


Dar 
x (t*; top 2) = x (t* ; tg, c (ty + ko; to, Zull = 
= g (t* + ko, to + ko, æ (ty + ko 5 ty, 2)) = x (t* + ko; to, Lo) 
gi 
V (t*, x) = V (t* + ko, 2) 
deci 


V (t*, x (t* 5t, SU = V (t + ko, z (t* + ko; to, 2) = V* (€ + ko). 
Rezultá 

lim V (t* ; x (t* ; t, 24) = V, 

k-— oo 


ceea ce este contradictoriu. 
Contradictia obţinută demonstrează că pentru orice traiectorie cu 


| 249 | < ho şi orice y > 0 există t, > t, astfel ca |x (6 5; to, full < y. 
Alegem y = ò (e) si din |æ (ti; to; To) | < 9 (e) rezultă 


|æ (£5 ti, x (ti; to, 2,))| < e, 
deci 
| (t; to, To) | < e pentru t > 4 (s) 
deci 
lim zx (t; tao £) = 0. 
t-> a 
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In incheierea acestui paragraf vom da criterii de stabilitate ín care 
funcţiilor Liapunov li se cer condiţii mai slabe gi care se bazează toate 
pe lema asupra inegalitátilor diferenţiale dată în introducere. Aceste cri- 
terii au fost stabilite de C. Corduneanu. 

TEOREMA 1.5". Fie «co (t, y) o funcție continuă pentru t > 0, 
0<y<Y< +09, o (t, 0) = 0; considerăm ecuaţia 


dy 
dí 
si presupunem că prin fiecare punct (to, Yo) to > 0, O S< y, < Y trece o 
soluție unică. Pie V (t, x) o funcţie diferentiabilá, pentru t > 0, |x| < M, 


cm a) = lim YE + Mi sl 


h—>0 h 
V' (t, 2) «x c (t, V (t, al, 


1° Dacă soluția y = 0 a ecuaţiei (1') este stabilă şi V (t, 2) 2a (|x|), 
soluția x = 0 a sistemului (1) este de asemenea stabilă. 

22 Dacă soluția y = 0 a ecuației (1') este uniform stabilă s a (|o |) < 
«V (t, 1) x b (|o |), soluția x — 0 a sistemului (1) este de asemenea uniform 
stabilă. 

3” Dacă soluţia y = 0 a ecuaţiei (1) este asimptotic stabilă și V (t, v) > 
> a (|7|), soluția x=0 a sistemului (1) este de asemenea asimptotic stabilă.. 

4? Dacă soluția y = 0 a ecuaţiei (1') este uniform asimptotic stabilă 
$$ a (|x|) «V (t, 2) <b (|x|), solutia x = 0 a sistemului (1) este de ase- 
menea uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. 1° Fie e > 0, to > 0, y (s, to) > 0 astfel ca 0 < y, <h 
sá implice y (t; to, Yo) < a (e) pentru t > tẹ- Din continuitatea funcției 
V rezultă cá există 9 (e, tọ) > 0 astfel ca|x,| <ò sá implice V (tp, Tp) < 
< yn. Avem 


= e(t, y) (1^) 


, presupunem că 


d , 
di V (t, x(t; tg, falls V (t, Œ (t; to 2) < o (t, V (t, x (t5 ty, To)))- 


Din lema 0.3 rezultá 
V (t, æ (t5 to, 20)) < Y (t; to, V (to, £o)) < a (e). De aici a ( |v (t; to, Tp) 1) < 
< a (s) deci |x (t; to; ll «e pentru t > to, dacă |x| < 9 (e, to). 

22 Din V (t, z) «:b(|v]) rezultă cá 3 poate fi ales independent. 
de t, şi restul demonstraţiei decurge ca mai sus, căci gi y poate fi ales inde- 
pendent de 4. 


3? Din 
V (t, æ (t; to, Zull <y (t; to, V (to, To)) 
gl 
n y (t; to V (to, Zull = 0, 
rezultá 


lim V (t, xz (t; ty, 2,)) — 0 
t—> oo 
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deci 
Im a (|o (t; to, zo)|) = 0, 


de unde se deduce 
lim æ (t; to, £o) = 0. 
1300 
4° Din ipoteză rezultă cá există n, > 0 astfel încît pentru e > 0 
există T (e) > 0 cu proprietatea că din y, < no rezultă y (t; tos Yo) < 
<a (e) pentru t > t, + T (e). Alegem pe 8, astfel ca b (8,) < do. Dacă 
| 29, | < čo, rezultă 


V (to, 2,) <b (læ) <b (80) < no 


deci 
Y (t; tos V (to, Zull < a (e) pentru t > ty + T (e). 
Din 
V [t, æ (t; to fall <Y (65 to, V (to, Lo)) 
rezultá 
a (|o (t; to To) 1) < a (s) pentru t > ty + T (e), 
deci 


læ (t; to; 2,)| < e pentru t > ty + T (e), [221 < 8. 


Teorema este demonstratá. 


$ 3. SISTEME LINIARE 


Vom studia acum aspectele specifice ale problemei stabilitátii ín 
cazul sistemelor liniare. În legătură cu aceasta vom pune în evidenţă gi 
o serie de proprietăţi generale esenţiale ale sistemelor liniare. 

Un sistem liniar omogen se scrie sub forma 


dz 
—— =Á 
m (t) v, (3) 


unde vom presupune cá A(t) este o matrice pátraticá ale cărei elemente 
sînt funcţii continue de t definite pentru t > 0. În acest caz teorema de 
existentá are un caracter global; solutiile sint prelungibile pe toatá se- 
miaxa t> 0. 

Pentru a vedea acest lucru este suficient sá arátám cá pe orice in- 
terval finit solutiile rámin márginite deci nu párásesc domeniul ín care 
sînt verificate condiţiile teoremei de existenţă. 

Fie x (t; to; Pal Soluţia sistemului (3) care pentru t = t, trece prin 
punctul z,. Avem, pentru valorile t pentru care soluţia este prelungibilá, 


t 
a (t; tos 2) = to + | A (8) 2 (55 to, 2o) de. 


. to 
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Rezultá 


ri 
[a (t; tos 2,)| <I zol +Å 14 (8)] |æ (s; to, £) | ds. 
x 


Aplicind lema 0.6 (consecinta 2), rezultá 


t 
| |4 (s)]ds 
[æ (t; tos 2o) | «|o, | e ^^ , 


evaluare din care rezultă că soluția rămîne mărginită pe orice interval 
finit. 
Observăm că am folosit aici evaluarea 


¡A (s) æ ($519, £o) | <| A (s) | |x (s 5 tos Lo) 


care rezultă direct din definiția normei matricii ; anume |A| = sup Ax]. 
z|x1 
Sá observám cá dacá pentru vectori se foloseste norma euclidiană, 
atunci |A | este dată de JA, unde A este cea mai mare valoare proprie 
a matricii A" A, (A* este matricea transpusă a lui A, cînd A este reală 
şi conjugata lui A cînd A e complexă). 
ntr-adevăr, avem, conform definiţiei normei euclidiene |4x|? = 
= (Ax, Ax) = (4* Az, x) LA (x, x) 


deci 
Ac | « lA ||, 
deci 
lA | « YA. 


Pe de altá parte, tinind seama de proprietátile extremale ale valo- 
rilor proprii ale matricilor simetrice rezultă că există un vector x eu | |= 
= 1 astfel ca (A* Az, 2) — A deci |A| = YA. 

Dacă z,(t) si x(t) sînt două soluţii oarecare ale sistemului se ve- 
rifică imediat cá a, 2, (t) + «4 £a (t) este de asemenea soluţie a sistemului 
(a, si a, vor fi presupuse numere reale; in general in toată teoria vom 
lucra numai eu functii reale, cazurile contrarii fiind subliniate special). 

De aici rezultă că mulțimea soluțiilor sistemului (3) formează un spaţiu 
liniar. 

Fie x (t; t,, 4) soluția sistemului (3) care pentru t = t, trece prin 
punctul x,. Această soluție defineşte pentru t şi f, fixati o transformare 
a spațiului R’ în el însuşi care ataşează punctului x, punctul æ (t; to Lo); 
vom nota această transformare cu C (t; tp). 

Drop Z: Y.E. Transformarea C (t; tọ) este liniară. 

Demonstratie. Avem 


C (t 5 to) (0, 9, + «5 L2) = 3 (t5 to, 9, Tı + % La). 
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Pe de altá parte, 
aa C (65 to) 2, + «4 C (t; to) £a = o4 £ (t; tos 21) + xg (t; to, La) 


deci fiind o combinație liniară de soluții ale sistemului (3) este soluție a 
sistemului. 


Avem însă 
€ (t; to, 04 94 + Xa La) = 04 L (6515, 2,) + xa £ (t; to, Lo) 


deoarece cele două soluții coincid pentru t = tọ- 

Propoziția este astfel demonstrată. 

Vom scrie deci c (t, to 29) = C (t; to) än Odată fixată o bază a spa- 
tiului orice transformare liniară este dată printr-o matrice ale cărei co- 
loane sînt imaginile prin transformarea dată ale vectorilor bazei. Vectorii 


1 0 0, 
0 1 0 f 
bazei au coordonatele | U - | EEG | | deci C (t ; ta) va corespunde 
0^ *0 1 

unei matrici ale cárei coloane sint solutiile sistemului (3) care la momentul t, 
coincid cu coloanele matricii unitate. Notind matricea unitate cu E si 
nefácind distincţie între transformarea C (t; tj) si matricea corespunzá- 
toare, vom serie C (to; to) =E. Vom spune cá C (t; tj) este o matrice 
fundamentalá de solutii a sistemului (3); deoarece coloanele matricii 
C (t;t,) sînt soluţii ale sistemului (3) putem scrie 


dC (t; to) 
dt 
Relaţia æ (t; to, £o) = C (t; to) £o arată că orice soluţie a sistemului 
(3) se exprimá ca o combinatie liniará a solutiilor unui sistem fundamental. 
Sá punem acum în evidenţă cîteva proprietăţi fundamentale ale 
matricii C (t; to). 
PROPOZIŢIE. Are loc relația 


C(t;s)0(s;u)=0(i;u). 


= A (t) € (t; to). 


Demonstrație. Este suficient să arătăm că pentru orice vector £o 
are loc egalitatea 


C (t;s)0(s;u)z, = C (t; u) £- 
Avem 


C (S; U) Lo =L (S; U, Lo), C(t5s) C(s5 u) vo = w(t;s, C (83u) 2) = 
= c (t; 8, 8 (S; U, all = t (t5 U, Lo) = C (t; U) £o 


şi relația e dovedită. 
Egalitatea 


x(t;s, x (s; wu, 2,)) = e (t;u, £o) 


rezultă din faptul că pentru t = s cele două soluţii coincid. 
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Din această propoziţie rezultă imediat punind æ = t, U =t: 
C (t; to) € (to ; t) = E. 


Aceasta înseamnă că matricea C (t; tọ) este inversabilă gi inversa 
ei este C (t, ; t). 


unele probleme este util sá considerám sistemul adjunct siste- 
mului (3). Anume, vom numi sistem adjunct al sistemului (3) sis- 


temul 
dy 
dt 


unde y este un vector linie. 

PROPOZIȚIE. Dacă x este o soluţie a sistemului dat iar y o soluţie a sis- 
iemului adjunct, atunci produsul yx este constant. 

Demonstratie. Avem 


= — y A (t), 


d dy dz 
—— yg ———mg — = —4A(t)az A (î)z—0 
m Se +Y y À (t) « + y À (t) , 


deci yx este constant. Propozitia e demonstrată. 


Evident, intreaga teorie dezvoltatá pentru sistemul (3) se transpune 
corespunzător pentru sistemul adjunct (care poate fi scris de altfel gi 


sub forma ER = — A" (t) y, y fiind acum tot un vector coloană). Fie 


Ó (t; ty) o matrice fundamentală de soluţii a sistemului adjunct; sub- 
liniem că de această dată liniile matricii C (t; t9) sînt soluţii ale sistemului 
adjunct. Tinind seama de propoziţia de mai sus rezultă că matricea 
C (t; to) € (t; tj) este constantă, deoarece elementele ei sint produse ale 


liniilor matricii C (t; tọ) cu coloanele matricii C (t; tọ) deci produse dintre 
soluţiile sistemului adjunct şi ale sistemului (3). 
Dar 


€ (f, ; to) € (to; to) =E E = E. 
Rezultă 


Č (t; to) C (t;t) — E, 
deci 


Č (t; to) = [C (t; to)] 1= € (to; 0). 
Am stabilit astfel următoarea 
PROPOZIȚIE. Avem C (t; t) = C (to; t) deci liniile matricii C (to; t) 
formează un sistem fundamental de soluţii ale sistemului adjunct. 
Vom încheia aceste considerații generale asupra sistemelor liniare 


stabilind asa numita „formulă a variației constantelor” care se va dovedi 
utilă în multe împrejurări. 
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Sá considerám sistemul neomogen 


dx 
a UN 


Fie C(t; t) ca mai sus matricea fundamentală de soluţii a siste- 
mului omogen corespunzător. Facem schimbarea de variabile z (t) = 
= O (t; to) y (t). Obtinem 


e SEN y 94 0654) P ata f 


dt dt 
= A (t) C (8; to) y (t) + f (t). 
Dar 
dC (t; to) — 2 A 
DU Sa A (t) € (t5 tq) ; 
rezultà 
yy 
C (t; to) ài fJ (t) 
deci 
S. [OTTO = 00:f0. 
De aici 


am =Y) +È 0(5:9f()ds. 


« lo 


Din relaţia care leagă pe z (t) de y (t) rezultă x (t) = y (to) deoarece 
C (to5_to) = E. . 
În definitiv se capătă 


æ (t; to; Lo) = Otita + Otto C (to; s) f (s) ds 


sau 


2 (t; to, 20) = C (t; to) 2o + Y O (t; to) C (fy 5 s) f (s) de 


ceea ce dä 
st 
a(t; tos 2) = Otita + V C(t;s)f (5) ds. 


SC? 


$4, STABILITATEA LA SISTEMELE LINIARE 


Dupá aceastá parte introductivá relativá la sistemele liniare putem 
trece la studiul problemelor de stabilitate pentru asemenea sisteme. Am 
vázut mai sus, ca o consecintá a unei propozitii mai generale, cá ín cazul 
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sistemelor liniare pentru care matricea A(t) este mărginită, stabilitatea. 
asimptotică uniformă este întotdeauna exponențială, adică există con- 
stantele B gi « astfel încît să avem 


læ (t; tos alle Be **^^ | £o |. 


Vom da o nouá demonstratie acestei propozitii. 
Conform definiţiei stabilităţii asimptotice uniforme, există 3, > O 
si T (e) astfel încît dacă |x! < 8, şi t > to + T (s) să rezulte 


|æ (t5 tg, full < e. 
Dar 
| æ (t; to, Lo) | = | C (t; to) 2o l; 
deci din |x| < 399i t > to + T (s) rezultă 
| C (8; tp) ol < e. 


În cele ce urmează fixăm pe 0 <e<l. 
Fie u, un vector cu |u| < 1, arbitrar. Atunci 

[So Up | < 87, deci |C (t; to) 8, Uol < € pentru 1 > ty + T (e). 
Dar 


| C (t; to) čo us | = òo | C (t; to) Uol, 
deci 


| © (t; to) to | < Sen 
d 


Cum u, este arbitrar cu |u| < 1, rezultă |C (t; to) | < pentru 


0 

t ty + T (s), sau |C (t; t) | < e pentru t > t, + T, (e), unde am notat 
T, (e) = T (88). 

Din relația 

C (t5 to) = C (t; to + T1) € (to + T3; to) 
rezultă 
IC (£519) | <| C (t;to + T1) |1 C (ty + Ti;to)| < e? pentru t > ti +27. 

Prin inducție se verifică imediat că |C (t; t) |< e” pentru t > ty + 
+ mT. 

Fie acum t> tẹ, arbitrar. Există m > 1 astfel ca 


t +(m—1) T, t <t +m T,. 


1 
1 Tm (fu "n 
Atunci m T, > 6 — to; m > e =o; en e „căcie — 1. 
1 
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Pe de altă parte există 5 (e) astfel ca |æ (t; to, all < e dacă |z| < 
< 8 (e) şi t > to. De aici rezultă ca mai sus 


IC (tto) (£) uo | < £ pentru t > to, 
deci 


€ 


C (654)] < -yi Pentru t> to 


E 


Din t> t + (m — 1) T, rezultá | C(t;t,)| < ; n Intr-adevár, dacá 
E 

m > 2, această inegalitate rezultă din faptul cá 5(e) < e iar pentru 

m = 1 din faptul că |C (t;t,)| < T , pentru toti t > to. 


E 
În definitiv, pentru orice t > t, am obţinut 


1 
| C (t519)| « —— e” 


d (e) 
deci 
1 
1 tisa) 
€ (t50)| < i 
| C (t; to) | Sle) 
Sá notăm = Box NEA In e. Atunci 8 > 0, a > 0, = 
8 (s) T, 


= e-*^, gi evaluarea obţinută devine 
IC (tt) | < Bert, 


Am demonstrat astfel din nou că stabilitatea asimptotică uniformă la 
sistemele liniare este întotdeauna exponențială. Observăm că în această 
demonstrație nu am mai folosit ipoteza că matricea A (t) este mărginită. 


Cu ajutorul acestei proprietăți fundamentale a sistemelor liniare 
se demonstrează că dacă soluția banală a unui sistem liniar este uniform 
asimptotic stabilă, atunci există o funcţie Liapunov formă pătratică. 


TEOREMA 1.6”. Dacă soluția banală a sistemului (3) este uniform 
asimptotic stabilă, atunci oricare ar fi forma pătratică (W (t) zx, x), cu 


Am (7, 2) < A (t) (2 2) < (W (t) £, 2) <A (t) (2, 2) < Ay (2, 2) 
unde Am > 0, există o formă pătratică (V (t)x, x) eu 


u(x, 2) « (V (t) z, 2) <M (zk u> 0 
gl 


E (V (t) æ (t), æ (t)) = —(W (t) x (t), IO 


oricare ar fi soluția x(t) a sistemului (3). 
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Demonstratie. Definim 
(V (02,2) =|(W (8) 0 (550 2,0 ies 1) ajas, 
el 
adicá matricea V (t) este datá de relatia 


Y (t) =È 0* 6:0 W (8) C(s;1) ds, 


e! 


Convergenta integralei este asigurată de faptul că 
IO (t;t)| <Be-*=t gi că IW| <A. Tot de aici rezultă 


ao an 2 
(rie Be- 965-9 A Be-«s-0 ds = A Bel e-2as de — AB? 
et 


.0 2 a 


Pentru orice soluţie æ (t; ty, xg) a sistemului (3) avem 


(V (t) æ (t; to, Lo), £ (t5 to, 2))=( (W()C(s, t)ælt; to; Lo), C (s, t)ælt; ty, 2o))ds = 


-Á (W (6) 2 (8; to, m), v (8, lo, sl ) ds 
deci 
L (V (2 (6t, 2) 2 (5f, 20) SCH — (W (t) æ (t; tos Lo), € (t; to, £o)). 


În felul acesta rămîne să demonstrăm numai faptul că 


(V (t) 2, 23) > V. (2, 2) eu u> 0. 
Avem 


(Y (02,2) | M (C (850) 2, 0 (8; die ch | æ (s 51, 2) |2 ds. 
et t 
Dar 
æ(s;t, £) =x + | A (u) x(u ;t, x) du. 
t 
De aici, tinind seama de faptul că |æ (u; t, x)| « B|x| pentru 
u > t, rezultă 


(o(s; al sie Biel (Aids 


C 


Presupunind cá matricea A are proprietatea cá 


| LA (u) | du <o(s—t), unde o(r) —90 cînd r —0, 
t 


ai 
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rezultă cá pentru t <s < t + « vom avea 
1 
O) Ed 
deci 
1 
|z (s;t, 2)| > e A cer la]. 
Dar 

oo t+a A 
(V (02 2) 2 Ae V Izei de 126552) às ^m elef, 

et et 


deci putem lua 


Teorema este complet demonstratá. 

Observaţie. Dacă matricea A este constantă gi matricea W este aleasă 
independentă de t, atunci matricea V nu depinde de t. 

Pentru a demonstra acest lucru observăm că pentru sistemele care 
nu depind explicit de t are loc relaţia 


€ (t + to 5 lg, 2) = v (t; 0, £o) 
(am stabilit proprietatea corespunzătoare pentru sistemele periodice ; 


dacă sistemul nu depinde de f£, atunci orice ft, real poate fi considerat 
perioadă). Această relaţie se scrie în cazul sistemelor liniare sub forma 


€ (t +80 5 to) £o = C (£50) £o, deci C (t + to; to) = C (t; 0). 
Rezultă 


V (t) = V 0 650Y0(050às- | 0* (0 +15 0W0 (84450) de — 
t 0 


e 


= 0* (650) WC (5,0) ds, 


e U 


deci V nu depinde de t. 


8 5. SISTEME LINIARE CU COEFICIENTI CONSTANTI 


Propozitia demonstratá in cadrul observatiei de mai sus are in reali- 
tate un caracter pur algebric pus in evidentá incá de Liapunov. Pentru a 
putea reproduce rationamentele lui Liapunov vom reaminti unele propo- 
zitii fundamentale relative la sistemele liniare cu coeficienți constanti 
si legat de aceasta, reducerea matricilor la forma normalá Jordan de care 
vom avea nevoie si mai tîrziu. 

Fiind dată o transformare liniară 7 într-un spaţiu liniar n-dimensio- 
nal complex si o bază e, ez, ..., €, 4 spaţiului, transformării i se ataşează 
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o matrice A care are drept coloane vectorii Te, scriși în baza (e, Co, ...,6,). 
Dacă y = Tx, atunci y = Az, x şi y fiind scrierea vectorilor în baza 
ĉi; Cay e e . 9 € e 


Într-adevăr, fie 
D= Y Lies Y= vie 
i íi 


=1 


Avem 
n n 
Y yt = Y 7%, Te; 
i=1 k=1 
seriind 
n 
Te, = y Aik €, 
í=1 
rezultá 
n n n N n y 
Y yi €; = Y 2, Y 05, €; = | SI au a €i; 
i—-1 k=1 i—1 i—1 *k—1 
deci 
"n 
Ji m A, Qu. Tk 
k=1 


PROPOZIȚIE. Dacă în baza e,,la, ..., €, transformării T îi corespunde 
matricea A iar în baza f., fz -.., fn îi corespunde matricea B, atunci B = 
= C^! AC, unde C este matricea corespunzătoare trecerii de la o bază la 
cealaltă. 

Demonstrație. Elementele b, se capătă scriind imaginile vectorilor 
f; în baza fi, ... f„. Avem 


n 
== y bif i 
i—1 
Fie 
n 
Í, ES y Cki €x 5 
k—1 
rezultá 
n 
Tf, = Y Cui Tes: 
k=1 
Dar 
n 
Te, = Y ak €, 
l=1 
deci 


n n 
Tf = Y Cr Y ae 


k-—1 l=1 
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Pe de altá parte, 
a= M di fi» 
i-1 


unde D este inversa matricii C. 


Rezultá 
Tf; = Y Cy V, 9 Y, da fi — Y, (Y dà Ge Gelle 
k—1 l=1 í=1 i=1 LE 
In definitiv 


Du = H di Out Cr 


deci 
B = DAC = C~“: AC. 


Un vector u este vector propriu al transformării T dacă u nu este 
nul, si există un număr complex 1 astfel ca Tu = Au. Dacă ei, €2,..., €, 
este o bază a spațiului și A matricea corespunzătoare transformării, condiția 

N 


ca u să fie vector propriu se scrie V) aj, U, = àu; și se vede cá pentru 
k=1 

ca să existe un vector u nenul care să verifice această condiție este necesar 
şi suficient ca det (4 AN) = 0. Valorile A care verifică această ecuație 
se numesc valorile proprii ale transformării (sau ale matricii). O consecință 
a propoziției precedente este următoarea ` matricile A gi C^! AC au ace- 
leagi valori proprii. 

Fie 2, A2,..., A, valori proprii distincte ale transformării 7, 
Uy) Way 2-34, Vectori proprii corespunzători. Vectorii w,, Uy, ..., 4, sint 
liniar independenți. Într-adevăr, să presupunem că 


C¡Uy + Cala + ... + Ge Up =0. 
Aplicám transformarea T' gi obtinem 


o Tu, + Ca Tus +: +0, Tu, —0. 


Dar 

Tu, — Au Uy 
deci 

Cr Au Uy + Ca Aa Us + SA + Ce A.U, Geng 0. 

Din 

Y €, Uy — 0 
se capáta 

C, Ug = — C44 — Cag — ... — €, Usi 

Rezultă 
1914 F 45655 + ... 3-34 465 4 9, 1 — As C1 Uy —2A¿CgUg— ... —24,0, 4 4, us 
sau 


(Au GER Az) Cy Uy s (Az e As) Cz Ug T dic EE (Asa Es Al 6, 19,1 — 0. 
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Dacă w,,u,,..., e , sint liniar independenţi, rezultă 
(Az == As)C y, = 0, (k = Ls 2,8 — 1). 


Dar prin ipoteză A, — 2, + 0, deci c, = 0 pentru k = 1, ..., s — 1. 
Dar atunci c, v, — 0, deci c, = 0. 

Prin urmare independenta liniará a sistemului de s vectori va rezulta 
prin inductie (pentru s = 1 rezultá din faptul cá u, +0). 

Rezultá de aici cá dacá transformarea T admite n valori proprii 
distincte, atunci ea admite n vectori proprii liniar independenţi. 

Luînd acești vectori 4,, Uz -.., 4, drept bază a spaţiului, relaţiile 
Tu, = Ay 4 arată că în această bază matricea transformării este diagonală 
şi are pe diagonală elementele 2, . 

Tinínd seama de cele stabilite mai sus rezultă : dacă rădăcinile ecua- 
Hei det (A — AE) = 0 sînt distincte, există o matrice C astfel încît matri- 
cea 0-1 AC să aibă forma diagonală, elementele diagonale fiind rădăcinile 
ecuaţiei. 


Se ură EE? e dx " 
Aplicație. Considerăm sistemul a Ax. Presupunem cá ecuatia 


det (A — AE) =0 pe care o numim ecuatia caracteristicá a sistemului 
are rádácinile distincte. 

Conform celor de mai sus existá o matrice C astfel incit C^! AC sá fie 
diagonală si să aibă pe diagonală elementele >, ..., A, - Facem în sistem 
schimbarea de variabile x = Cy, y = C^! x. Căpătăm 


=e quita =C71 Ax = 071 ACy- 
dt dt 
Rezultá cá sistemul in y se scrie 
dy; 
—"— An, Y, * 
dt k Ux 
O matrice fundamentalá de solutii a sistemului are forma 
e^ 0 
yc €? 
0 et 


Rezultá cá matricea fundamentalá de solutii a sistemului dat se 
serie X = CY. 

Matricea C are drept coloane vectori proprii ai matricii A. 

Rámine deci de cercetat cazul cind transformarea T nu admite 
^ vectori proprii liniar independenţi. Sá presupunem că e, fa, ... ha sint 
vectorii proprii liniar independenţi. 

Vom arăta că se poate alege o bază a spaţiului formată din k 
grupuri de vectori 


ER E EE e E e EES 
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in care transformarea T sá aibá forma 
Te, = X6, Te, =€ + Mea... Te, =p... + Mp, 
Tf, => Ae: Tf, = În ME Asfa;- ee? Tf Ze fea EN Ae lan 


Th, Kees Az ha Th, e h, + An ha geog Th, = h, 4 + Agh,- 


În această bază matricea corespunzătoare transformării va avea forma. 


1 1 0..0 

01, 1..0 

00 0..23, 
A 1 0..0 
02, 1..0 
000.. A 


Această formă se numeşte forma normală Jordan a matricii. 

Teorema corespunzătoare se formulează astfel : 

Pentru orice matrice A există o matrice C astfel încât matricea C1 AC 
să aibă forma normală Jordan. 

în cazul particular când există n vectori proprii liniar indepedenti, 
forma normală Jordan se reduce la forma diagonală. Fără ca forma nor- 
mală să fie diagonală se poate întîmpla ca unele celule jordaniene să fie de 
ordinul întîi. Forma diagonală corespunde cazului cînd toate celulele sint 
de ordinul întîi. 


O celulă jordanianá se scrie A, = AE + I. Dacă celula e de ordinul 
p avem: 


01 0...00 001 ..00 
001...00 0001..00 
Iba MR e e E 
000...01 0000.. 00 
000...00 000 00 

000.. 01 
000.. 00 
pl Ii... |, P=P*=... =0. 
000..00 
000..00 
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Un polinom P(t) se 8crie cu ajutorul formulei lui Taylor sub forma : 


P() = PO) EIN Po) 4 É— 3 + EA Sei 
Rezultá 


P(A,) — P(X) E + (4, —ME)P'(A)+ 


= 2 
emo Ela a P(N) +... + 


+ 


AL ME) pa, ON 
m! 


deci 


ZE (n) 
P(A,) —- P(X) E +I Fw + — Q9 n cO E 


sau 
P(4.)= P(M)E DIE Ciy y PO) za dr „Al E (M1) ra. 
SE 2! (p —1)! 
In definitiv 

po) A A 009 

2! (p —1)! 

P'O Ppr-2(1 
P(A)=| 0 P) I CUL 

0 0 0 scania, P) 


Demonstratia existentei bazei de forma doritá o vom face prin induc- 
tie în raport cu n. Dacă T acţionează într-un spaţiu unidimensional, matri- 
cea corespunzătoare are un singur element şi corespunde deci formei nor- 
male. Vom presupune teorema adevărată în spatii n-dimensionale şi vom 
demonstra cá e adevărată si pentru spatii cu n + 1 dimensiuni. Un rol 
fundamental îl va juca în această demonstraţie prin inducţie următoarea : 

LEMĂ. Orice transformare liniară T într-un spaţiu complex n-dimen- 
sional admite cel puţin un subspafiu (n — 1) -dimensional invariant. 

Demonstraţie. Reamintim că un subspatiu E al spaţiului liniar R 
se numește invariant în raport cu transformarea liniară T dacă pentru 
orice rc R’ avem Tx ER”. 

Considerăm o bază €,,...,€, oarecare; fie A = (gel matricea 
atașată transformării in această bază. Considerăm matricea A' obţinută 
din A prin transpunere ; fie u un vector propriu al acestei matrici. Avem 


deci relaţia Y, aj; u; = Au. Considerăm relaţia V; £; u; = 0. Deoarece 
i=1 
u +0, mulțimea soluțiilor acestei ecuații formează un subspatiu liniar 
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(n — 1)-dimensional (spaţiul generat de n—1 soluţii liniar independente). 
Acesta este spaţiul R' invariant în raport cu transformarea T. 
Fie, într-adevăr, x € E&' deci Y x; u, = 0 gi y; = y 0; 9, ; 


=1 i=1 


deci y € R”. 


Demonstrația prin inducție decurge în modul următor. Fie T o trans- 
formare în spaţiul R cu n+1-dimensiuni. Conform lemei există un subspatiu 
R' cu n dimensiuni, invariant în raport cu T. Putem deci considera trans- 
formarea T ca lucrînd în subspatiul E'; pe baza ipotezei de inducție în R’ 
există o bază ei, €2, ---9ps Jis fas 5 far =: hi, hos ..., h, astfel ca 


Te, = My Te, = € + 465, ..., Te, — e, 1 + 165; 
Tf, = fy Tf. =$, + Aofa ---> Tf, = fa-1 + Aofa , 
Th, === Ay I4, Th, = h, + Arha ...9 Th, — h, 4 + Ag h,. 
Avem de arătat cá putem găsi o bază in E în care transformarea T 
să acţioneze în modul dorit. 
Pentru aceasta, începem prin a completa baza din R’ cu un vector 


e, liniar independent de ceilalţi, astfel încît să obţinem o bază în R. 
Avem 


Te = oe +... + apep + ha + Befa t kB Pee + rhi t... + 
+ 8, h, 4- « €. 


Căutăm acum sá inlocuim pe e cu un alt vector e astfel ca Te” sá 
aibá forma cea mai simplá posibilá. Cáutám pe e' de forma : 


'z6—y46—...— Aplp— Pati —---— Mufa gin Aua oh, 
Te' = Te—x,Te,— ...— Xp Tes — ua Tf a —...—wTfo—...— 
—0 Th, —...— Os Th, = o6 d... - «e, + B&B... E 
+ dhi +... Ph, + Te — Xi Me — ... — Xp 6p-1— Xp ME — Ba Aa — 
— ... — Bator He Aale — e — Oa Aha — ... — 0,h,_, — 0, Ak he 
Dar 


e= + Me d X665 hai eee TRE. konnt + 


He Osh, ) 
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deci 
Te' = te + Ta ep Fe. + Tolo + aee ETB ¿E rro 3 + 
Hb... FTOh +09 ke FR ep BAT. FAV. ră 
+... +ò, h, — (M X + X9) (1 — --- — Xp Mep — Qa a + ua) fi — ... — 
— Ae Deal, —(2:01 + 99) hi — ... —A¿0,h, = Te + [0% + Xa (7 — 
— M) — alea + ++. Flag + Xs (8 — M) lep + [Br + palr — de) — uz] fi + 
+... LB, + Halt — Alf +... 
+ [8, + 01 (7 —2,) — 01M +... + [8, + 0, (7 —24)] h, - 
Dacă « e diferit de ^; se pot determina pe rînd coeficienţii x, p,... 
..., € astfel încît să rămînă Te = ce gi se vede cá adáugind pe e' la baza 
din R' obţinem o bază normală in E. Dacă « e diferit de unele din valorile 
A, putem alege coeficientii corespunzátori acestor valori. 
Pentru simplificare sá presupunem cá t = Aus T= Aa TE XN, 
fuimine 
Te —«e' + (o4 — x3)e + ... +%),€, + (Bi — uA... + Bafe 
Alegem y% = o, ..., lla = Bi, ... şi rămîne 
Te' = «e' + ape. + B, f, 


Presupunem p > q. 
Alegem acum baza canonică in R în modul următor : punem 


0544596, €p = Tera — Tit = Tep — Tep, ..., 61 = Tez — Tez. 
Luám prima grupă formată din vectorii e,,...,€p,, iar celelalte grupe 
rămîn f, ... fas ..., h, ... h,. Pentru a arăta că avem de-a face cu o 
bază canonică rămîne de verificat cá e, ... ep. se comportă ca o parte a 
unei baze canonice. 

Avem 


Te, = e, + Tez, ..., Te, — €p-1 + Tep, ënn = lp + TCp+1 
deci ne mai rămîne de verificat numai faptul că Te, = re,. 
ep = Te" — ve" = apep + B, fa 65-1 = Ap Te, + B, Tf, — Top ep — «B, f. = 
= & (65, + Tep) + Ba (fa + vfa) — To €, — TB, f, = «56,1 + B, f, i 


Continuind, 6,.,— 2,6, ,,..., € = «,€,, deci Te, = a, Te, = 10,€, = Tei. 
Teorema este astfel demonstrată. 
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Aplicatie. Considerám din nou sistemul ES = Ax, presupunind de 


data aceasta matricea A oarecare. Dacá C este matricea care aduce pe 
A la forma normală Jordan, transformarea de variabile x = Cy aduce 


sistemul la forma 2 = By, unde B are forma normalá Jordan. Rezultá 


dy, dy, dy, 
A $ + — = A + e, =À 
ER 1Y1 T Ya ER 1Y2 T Ja; der 1 Yp 
d d d 
"Zen — A2Yp+1 TF 9542; Vor — Ae 3542 FYpra +- -3 Zeie = Yp+a 
dt dt 
d o d TE 
E PS E DEE E WEE wem 
= Aal at, +s” 


Sub aceastá formá sistemul se rezolvá imediat si se capátá structura 
soluţiilor. 

Este însă mai simplu să folosim alt procedeu. 

Din teorema generală de existență a lui Cauchy rezultă că soluţia 
ælt; to, Dal va fi o funcţie analitică de t, deci putem scrie 


l 
x(t; tos To) = Lo + $ (to) (t—to) + a” (Del (t — t 4- ... + 
e Logo (t) t y 4... 
n! 


Din sistem rezultá imediat 
du dex dx dix dix d" x A d^-!z 


= AL, TE , ms tace $9 435094 T , 
dt dt? dt dt? dt? dt^ dia) 


deci 
& (ty) = A £o, Ë (to) = At (to) = Aën E (to) = Aë (to) = 4? e ..., 


am (19) = A” 2. 
Rezultă 


1 
1 
+ — A” Lo (t— t)" +... 
n! 
1 1 1 
1! 2:1 n ! 


Aici convergenta seriei trebuie inteleasá ca fiind convergenta celor 
n? serii formate cu elementele matricilor. 
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Notám, prin analogie, 
1 1 1 

E + — A (t — 4) + -= A(t — t)? +... + A" (t — S) A... et Ui. 
1! 21! n! 


Cu această notație soluția sistemului se serie 
w(t; to Pal = 64t- m, 


Să observăm că seriile de puteri corespunzătoare seriei matriciale 
pot fi derivate termen cu termen şi avem 


d 


A t(£—ty) — A (t-to) e 
— e 0 — Ae4 tt : 


dt 


cam elto-t! — E, rezultă cá e4(-% reprezintă un sistem fundamental 
de soluţii. 


Dacá A — ES ` atunci A” = E d deci 
2 


e^t = ub ; 
0 et 
Rezultă că 
e^1t 
et == e ; ; 
eH 
Ji, ..., dr fiind celulele jordaniene din care e formată matricea B. 


Rámine deci de precizat structura unei matrici e", unde J e o 
celulá jordanianá. 


Avem 
AA +... +E 
EE 11 9 1 e e o n! ... 
Dar 
J =E +1, 
gro a a SO step 
i! 2! (p —1)! 
Jac] ap 3e PE E 
i! (p —2)! 


0 0 O .... X 
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AF tk DE - Mk 4-2 de )k-»41 pe 
k! (k—1)!12Uk-2)! — (p—1)!(k—p+1)! 
Ak px Ak-i de pk D+2 pk 
e=E+ Y k! (k—1)! ^ (p—2)!(k—p+2)! |= 
k=1 
k 4k 
0 0 0 iu 
k! 


oo jk tt oo )k-1 fk 1? oo )*-? pk-2 


Is. pa MS HM 
A k! 2 (k—1)! 211% (k— 2)! 


0 1+5 


— 0 exi ei 


0 0 0 s.» ob 


În acest fel structura soluţiilor sistemelor liniare cu coeficienţi con- 
stanti este complet determinatá. Comportarea solutiilor depinde de struc- 
tura formei normale a matricii A. Numerele à}, valorile proprii ale matri- 
cii A, joacă rolul esenţial. Anume, dacă Re 2, < 0, atunci toate soluțiile 
tind către zero cînd t—> co; acesta este cazul oscilaţiilor amortizate. Dacă 
2, sînt reale avem așa-numitul caz de comportare aperiodică ; dacă 2, au 
părţi imaginare nenule apar termeni oscilatori. Dacă cel puțin pentru 
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un k avem Se à, > 0, apar oscilații a căror amplitudine crește cînd t > co. 
Dacă toti à, au părţi reale nule sau negative avem oscilaţii stabile (márgi- 
nite) cu condiţia că dacă Re A, = 0 celula jordanianá respectivă să fie de 
dimensiune 1 ; dacá existá o rádáciná cu parte realá nulá pentru care celula 
jordanianá are dimensiune mai mare decit 1 apar termeni in t care fac ca 
solutia sá fie nemárginitá ; acesti termeni sint numiti uneori termeni secu- 
lari. Dacá toate rádácinile au párti reale nule gi forma normalá e diagonalá 
solutiile sint márginite pe toatá axa. 1n acest caz solutiile sint in general 
functii aproape-periodice. 


8 6. FUNCŢIA LIAPUNOV LA SISTEME LINIARE CU COEFICIENTI CONSTANTI 


Să considerăm o formă liniară (o, v) şi să vedem ce condiţii tre- 


buie să verifice vectorul « pentru ca m x) = A (a, x), x fiind soluţie 


a sistemului (3) cu matrice A constantă. 
Avem 


GIE EE (040)=(412,2)=(1 02) 


Dacă A*« = Aa deci dacă a este vector propriu al matricii conjugate a 
matricii A gi A este valoare proprie a matricii A, atunci relaţia este sigur 
verificată. 

Să vedem acum în ce condiţie există o formă pătratică V de forma 


V = (a, x) (B, 2) cu ŠE = AV. Avem, z fiind soluţie a sistemului, 


dV dx dx 
aleje 2) + Gs 8 | = (s 42) (B, 2) + (0, 2) (B, Aa) = 
= Ma, 2) (B, 0). 


Această egalitate este verificată dacă A = à; + Az, unde Au si 2, 
sînt valori proprii ale lui A iar « si B sînt vectori proprii pentru A*. Să 
vedem acum cum se exprimá conditia generalá ca sá existe o formá pátra- 


ticá V = (Bx, x) astfel ca t =V. 


Avem 

dV í dz da 

— —|B—,« + (Ba Sch BAx, x) + (Bx, Ax) = (BAz, x) + 
ac Pap) vv QU c E e 


+ (A* Bx, x)= (BA + A* B)z, x). 
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Conditia 
dv av 
de 
devine 
(BA + A*B)x, zx) =(ABx, 2) 
si deci 


BA + A*B=AB, 
sau 
BA + A*B-AB=0. 


Aceastá ecuatie poate fi consideratá ca un sistem liniar in elementele 
matricii B ; sistemul admite soluţie nebanală dacă şi numai dacă determi- 
nantul D(A) este egal cu zero. 


Am văzut însă că dacă X e de forma A, + Az, unde 2, si A, sînt valori 
proprii ale matricii A există forme V cu proprietatea dorită. Dar gradul 
ecuaţiei D (4) = 0 este egal cu numărul valorilor de forma 2, + A, şi este 


n(n +1) 
2 


egal cu - Rezultă de aici că valorile de forma A, + 1, reprezintă, 


toate rádácinile ecuatiei D(A) = 0, dacá sint distincte. Dacá aceste numere 
nu sînt distincte rationám în felul următor. Fie A* o rădăcină a ecuaţiei 

D(A) = 0 care nu este de forma A, + As a cea mai mică distanță de la. 
A* la numerele de forma 2, + 25; printr- o modificare suficient de micá a 


matricii A putem face ca n jd de să fie distincte şi sá difere d 


numerele 2, +A, cu mai putin decît 7 iar 2* să difere de A" cu mai puţin de“ 1 ° 


Rezultă cá A* coincide cu unul din numerele à, + 72; avem 


a —|A* — (M + àl SAt HI — Qu ll OS 3-9) — 


le d x x 

— (4A —L—-— 

04 + àa) | < 4 Sp 4 2 
ceea ce este contradictoriu. Prin urmare în toate cazurile rădăcinile ecuaţiei 
D (A) = 0 sînt toate de forma A, + àa; rezultă că dacă rădăcinile à, ale 
ecuaţiei caracteristice a matricii A sînt nenule şi toate sumele à; + à; sint 
diferite de zero vom avea D (0)=-£ 0. Dar de aici va rezulta că pentru 
orice formă pătratică (Cx, z) există o formă pătratică (Bæ, x) astfel ca 


- (Ba, x) = (Cx, x). Într-adevăr, er (Ba, x) = ((BA + A* B) x, 2) 


şi obţinem condiția BA + A* B — C. Considerat ca un sistem liniar in 
elementele matricii B, acest sistem are solutii oricare ar fi C dacá gi 
numai dacá determinantul sistemului este diferit de zero ; dar acest deter- 
minant este chiar D (0) care in conditiile noastre este diferit de zero. Se 
vede acum că forma B rezultă in acest caz unic determinată. 
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Din forma generalá a solutiei sistemelor liniare cu coeficienti con- 
stanti se vede că soluţia banală a sistemelor liniare cu coeficienţi constanti 
este asimptotic stabilă dacă şi numai dacă rădăcinile ecuaţiei caracteris- 
tice a matricii A au părţi reale negative, În acest caz condiţia formulată 
mai sus ca D (0) + 0 este evident îndeplinită, deci forma (Bx, x) există, 
oricare ar fi (Cx, x). Să arătăm că dacă (Cx, x) este o formă pátraticá. 
negativ definită, atunci forma pătratică (Bz, x) este pozitiv definită. 
Într-adevăr, fie x, +0 astfel ca (Ba, 2) < 0. Din 


d 
2, 987 (£;0, 2), 2 (£5 0, 2,)) = (Cx (t; 0, £), æ (t; 0,2) < 0 


rezultă cá pentru Lu > 0 avem 
(Bz (to; 0, £o), x (to; 0, 2$)) < 0. 


Pe baza teoremei de nestabilitate solutia banalá a sistemului (3) 
ar rezulta instabilá, ceea ce contrazice ipoteza. 

Prin urmare, am stabilit, cu mijloace nealgebrice, urmátorul fapt 
algebric : Dacă valorile proprii ale matricii A au părţi reale negative, oricare 
ar fi matricea C negativ definită, există o matrice B pozitiv definită unică 
astfel ca 


BA + A* B — C. 


Prezintá interes demonstratia pur algebricá a acestei propozitii. 
Asemenea demonstratie a fost datá in 1956 de W. Hahn folosind forma. 
canonică a matricilor. 


8 7. TEORIA STABILITĂȚII DUPĂ PRIMA APROXIMAȚIE 


Una din problemele centrale ale teoriei stabilității este următoarea. 

Presupunem că avem de studiat stabilitatea soluţiei x,(t) a siste- 
mului (1). Conform procedeului descris încă de la început trecem la sis- 
temul de ecuaţii al mişcării perturbate. Punem 


y = — a (t) 


si obţinem 
a == Fa ayez fit aded bdo di) ie 05 o (yes 


d 
E a (0) y +0 (1) 


L 


£ dr, 
In mod firesc se Dune problema neglijárii termenilor de forma 


o (|y |); practic, asa se şi procedează in majoritatea cazurilor. Justificarea 


Am notat cu 2 matricea A 
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acestui procedeu este datá de teoria stabilitátii dupá prima aproximatie. 

Teorema fundamentalá a acestei teorii aratá cá dacá solutia banalá a 

sistemului liniar de primá aproximatie este uniform asimptotic stabilá, 

neglijarea termenilor de grad superior in studiul stabilitátii este admisá. 
TEOREMA 1.7. Considerăm sistemul : 


U A Y 
dt (t) y + (t y), (4) 


t 
unde A (t) este mărginită (sau mai general Í | A (u)| du = o (t — s)) şi 


| Y (t, ail <c | y | pentru | y| < h, c fiind o constantă suficient de mică. Dacă 
soluția banală a sistemului liniar de primă aproximație este uniform asimptotic 
stabilă, atunci soluția banală a sistemului (4) este uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. Fie y (t; to; yo) o soluție a sistemului (4). 

Fie (V (t) zx, z) forma pátraticá construită pentru sistemul (3) pe 
baza teoremei 1. 6”, cu W (t) = E. Vom demonstra că această funcție 
îndeplineşte în raport cu sistemul (4) toate condițiile din teorema 1.5. 
Pentru aceasta avem de dovedit numai că 


: (V(t) y(t -h sto, yg), Y (t+h to, YA) (V (0) y (ts to, Yo), Y(t; to. Yo)) 
lim sup er aa a e( | y(t; to, Yo) |). 


Fie 
V* (t) = (V (t) y (t; to, Yo), Y (t; to, Mall, 
Funcția V* (t) este chiar derivabilă si avem 


dV* (t dy (t;t dV 
EH (ros (t 5 tos Yo), A zi E Y(t; to Yo), Y(t; to ; »)|- 


—2(V (t) Y(t; to, Yo), A (H) Y(t; tos Yo)) + 2 (V (0) Y(t; tos Yo), Y(t, y (65 tos Yo))) + 


dV 
+ (Ga tos Jo); Y(t; to, all: 


Considerăm soluţia z(w;t,y (t; to; Mall a sistemului (3) si De 
V** (u) = (V (u) 2 (u5t, y (t; to, Yo)), T (€5t, y (t; to Yo))) 
Conform celor stabilite in teorema 1.6" avem 
dv” (u) ` 
du ` 
Pe de altá parte 


dV** (u) 
du 


—|x(u;t, y (ts to, Yo)) |”. 


= 2 (V (u) x (u; t, y (t; to, Yo)), A (v) æ (u; t, y (t5 to Yo))) + 


dV 
+ de (u; t, y (t; to 99), Lust, y(t; to, Yo)))- 
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Rezultá 
2 (V (u) e (u5t, y (t; to, Yo)), A (u) x (u;t, y (t; to, Yo))) + 


dV 
F E alu 5 t, y(t5 to, Yo)), € (€ 5t, y (t; to, 10) = — |æ (u; by (t; to, Yo)) I?. 
Aceastá egalitate devine pentru u = 1 
dV 
2 (V (t) y (t; tos Yo), A (t) y (t5 to, fall + E Y (t; tos Yo), Y (65 to, wl = 


= — |y (t; to, Yo) P. 
Folosind acest rezultat, deducem 
dy* 
dí 
Avem 
IV (t) y (t; to, Yo), Y (t, Y (Es tor Yo)) ISM |y (t; to, Yo) 1 | Y (t, y (t; to, Yo)) |. 


= — |y (t; tos yo) 1* + 2 (V (t) y (t; o, Yo), Y (t y (t; to, Yo)))- 


Presupunem ce < Zr Şi |yo |] < a h. Atunci, pentru valori t>t, 
destul de apropiate de t, va rezulta |y (t; to, Mell < h; pentru valorile 
1 pentru care |y (6; ty, Hall < h, 

1 
| V (t) y (t5 to, Yo), Y (t, y (t5 to, Yo) | < Mc ly (t; to, Yo) |? < ES Iy(t5 to, Yo) |”; 
deci 
dV* 
dt 


De aici rezultă însă că V* (t) descreste, deci 


V* (t) « V* (to) = (V Dal Yo, Yo) < M lyol? < y h? 


1 
< sss C (o Yo) |? 


şi din 
V* (t) — v ly (t; to, yo)? 
rezultá 
1g (t; to, Yo) |? < R?. 
Fie T astfel ca 
ly (UD: to, Yo) | = h |y (t; to, Yo) | <h pentru to<t< T; 
din calculele de mai sus rezultá 
Iy(T ;to Yo) |? < h’, 


deci existenţa lui T este contradictorie. Rezultă că pentru orice t > to 
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+ 


„dV 1 
avem |y (t; to, Yo) | < ^ deci 3: < BEEN (t; to; Yo)|2. Teorema este 


demonstrată. 

Teorema 1.7 poate fi demonstrată şi prin altă metodă, mai simplă, 
care nu foloseşte metoda funcţiei lui Liapunov, ci se bazează pe unele con- 
siderente specifice din teoria sistemelor liniare. Fie y (t; î, Yo) o soluţie 
a sistemului (4). Avem 


Ay(t ; to, Yo) 
dí 


Considerind pe Y (t, y (t; to, Yo)) ca o funcţie dată de t, aplicăm 
„formula variaţiei constantelor" stabilită in $ 3. Rezultă 


= A (t) y (t; to, Yo) + Y (t, y(t; to, Mall, 


t e 
y (85 tor Yo) = C (t; to) Yo + | C (659) Y (59 (8 itos yo) ds, 


a *0 


Deoarece prin ipoteză soluția banală a sistemului (3) este uniform 
asimptotic stabilă, ea rezultă exponențial stabilă, deci 


| C(t; $) | < Bera t-t, 
Rezultă 


t 
(att: tos Yo) | < Ber“ | Yo | + y Be-*'-?| Y (s, y( 8; to, Yo)) | ds. 


Pentru toate valorile t cu proprietatea cá f, < s < t implică 
ly ($5 to, Yo)| < h, rezultă 


t 
lylt; to, Yo) | < Ber* t- | yol + Bere c e| y(s; to, Yo) | ds. 
« le 
Fie 
u(t) = e | y(t; to, Yo) | - 
Avem 


ult) < Bu (ty) + Bc ( u(s) ds. 
d 


Pe baza lemei 0.6 (consecinţa 2) rezultă 


ult) < Bu (tp) erte, 
deci 
e* | y(t; tos Yo) | < Beth eiert" Wl y, |. 
De aici rezultá 
| y(t5 to, Yo) | < Reisch |y, | 


UI O UI . 
Dacá e — a în orice caz 


(att: tos Mell Bl Yo! 
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deci dacă |y,| < x (vom presupune B > 1)relatia 


(att: to, Mall < h 


va rezulta adevărată pentru orice t > to. 
Dar atunci, pentru orice t > ty, rezultă (att: tos Yo) | > Beat | y, | 
cu a, = a — Be > 0 şi deci soluţia banală a sistemului (4) este exponen- 


tial stabilă. 
Să observăm cá în această demonstraţie nu se mai folosește faptul că 
| 14 (0)]du< o (t — 9); 


in demonstratia precedentá acest fapt intervenea pentru stabilirea pro- 
prietátilor funcţiei (V (t) x, x) din teorema 1.6”. 
Vom pune acum in evidentá unele generalizári ale teoremei 1.7. 
Am vázut ín treacát in $ 2 cá dacá 


f (t, x)| < L (r) |x| pentru |x| <r 


şi dacă soluția banală a sistemului (1) este uniform asimptotic stabilă 
gi în plus 


| æ (t; tos To) | < y (t — to) | £o l, 


stabilitatea este exponențială. Demonstrația s-a făcut cu ajutorul con- 
struirii unei funcții Liapunov de forma 


(T 
V (t, a) =| læ (5t, a) dr. 


Prin urmare, dacă f îndeplinește condiția de mai sus şi soluția banală 

este exponențial stabilă, există o funcție V cu proprietățile 
d 1 

plat <V (t, 2) <M]| 21?, a 40 OU: tos Dall S< — y e lo , Lo) |*. 

Vom presupune in plus cá 

(LI, £) — f (t, vl] < L (r) | 2, — z, |pentru|o| < r, [£| <r 
si vom arăta cá în acest caz există o constantă K astfel încît 
IV (t, 2,) —V(t,2,) | < K (|2,1+ | 221) |2,—v, | pentru | z, | < 8o, |22| < So- 
Avem 
au; t, 234) =% + y Hs, æ(s; t, 2,)) ds; 


dacă |z,| <5 (r) rezultă 


la(s; t, &)| <r 
deci 


| f(s, æ(s; t, 2)| < L (r) | x(s;t, ail 
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Rezultă, pentru |z,| < 9 (r), 
zu; t, ail <Ia l d L(r) | x(s; t, æ) | ds. 
t 


Conform lemei 0.6 (consecința 2) rezultă 
| 2(u 5; t, )] <| a | enu- 
deci 
| (u; t, e) | «1a, [ero 


pentru t< u<t+ T, |z| « è (r). 
Mai departe 


[o(u;t, 2) — o(u;t, 2) | ch L(r)| als: 1,2) — 2551, 2) | de + |a, — 27] 
dacá 
|æ] < S(r), | 2,] < è(r), 
deci 
ælu; t, 24) — x(u; t, £a) | «|o, — 2, | eT” pentrut « v « t 4- T. 
Folosind aceste evaluări, deducem pentru |z,| < 5(r), | z,| Gin 


d 
el 


+T +7 
[V a) — Y (& 291 TN eiert n) du — (T latu; e, aan! = 
t 
= | Vater eil + 17451, 22) 1) (lelu; t, eil — |x (u; t, £) 1) du] < 


t+T 
ch (aust, säi + lust, 091) lotus 2) — alu; ty 29) | du < 


t-T 
ch da letto +| a lem) | m — gei du = 
LC 


= Te” (| m| + | 2al) la — pel, 
Punind 
K — Te? TEM 
rezultá 
IV (t, 2) — V (t, 2| < K (|a| + |22|) |a — 2l. 

Putem demonstra acum 

TEOREMa 1.7. Dacă |f (t, y) — f (t, yl < L (r)| y, E Ya| pentru 
Inl <T l Yal <r şi lg(t,9)| < L (r)| y| pentru | y| <r si dacă L (r) 
este suficient de mică, atunci din stabilitatea exponențială a soluției banale 


a sistemului (1) rezultă stabilitatea asimptotică exponențială a soluției 
banale a sistemului 


dy 


F fit, y) + g(t, y). (5) 
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Demonstraţie. Fie y (v; t, y) o soluţie a sistemului (5) cu | y| <—-: 
Avem 


y (v;i, y) =y ER f [u, y(u; t, y)] du +| glu, y(u ; t, y)] du, 
vt RE 
deci 
ost, ai! (ai E 1 95, 9) du A Dust y) | du 
-t 
pentru toate valorile t < v astfel încît dacă t <u <v să avem 


ly (u; t, y)| <r. Rezultă 
ly (956 y)|<lyl — pentru i « v « t 4- h. 


De aici rezultă că dacă | y | < E şi h e suficient de mic, |y (v ;t, y) |< r 


pentru Se t<u<ow şi inegalitatea e adevărată pentru orice v cu 
t<Zo<t+h 


Fie c (v; t, y) o soluţie a sistemului (1). Avem 


yw; 69) — eier ai (tu rit) (u, m (it, y)] du 


+| g (u, y(u; t, y))du 
t 
deci 


Inest) siet ail 1, o |y (uzt,y)| du + 


+ L(r)|y (u; t, y) eem c (u; t, y) | du < hE, (7) e^ (L(r)+La(r)) | Y | cb 


et 


+ ( L(r) ly (u; t, y) — æ (u; t, y) du. 
Rezultă ` 
Ly (056, y) — clv;t,y)| < hL (r) e TOHE edr | y | 
pentru 1<v<t +h. 
Tinind seama de aceste evaluári deducem 
¡VE+hy(+h;ty)-V(t+h, 2(t+h;t,y)1< 


D Cd K (ed + Za e» | y | -- e^L r) | y |) h L, (77) e2hL (+h Eug y | 
ecl 


| V (t4- hy (t4-h 5t, y) —V (t +h, @(t+h;t,y))| <2KL, (r) et Gom my |2. 
De aici rezultá 
lim sup V tth y (t+h;t,y) — V [t+h, o (t + h;t, y)] 


h-*04- h 


<2KL, (1) yl? . 


70 TEORIA CALITATIVA A ECUATIILOR DIFERENTIALE 


Avem 
inisip e AA a MER AE 
h+0+ h 
— lim sup Vl hay (6 hi 6 y (65 tos Yod)] — V [6j (55 to, Yo) o 
h-0 + h 

clu IM ON a 

h-+0+ h 

4: aup PETRECEA DY io do) e y at] < 

h+0+ 


1 
<2 KL, (r) | y (t; to, Yo) 1? — pu (t; tos Yo) ? 


dacă |y (t; tos Yo) | < + Fie L (r) suficient de mic pentru ca 
1 


L, (r) < SK 3 
rezultă 
lim sup V[t F h, y (t EU h ; lo > Yo) ] — V[t, y (t; to, Mall < 1 | (t 5 to, Yo) |2 
h0 + h 4 


dacă |y (t; to, Yo) GE - Rezultă de aici că V [t, y (t; to, y)] este descres- 


cátoare deci 
u |y (t; to,Y0) IP «V [t, y (t; to, 99)] & V (to, yo) < M [yo]? 

Mr 
2 


e 2 deci funcţia V (t,x) construită pentru sistemul (1) pe baza pro- 


deci dacă |y, | < rezultă că pentru orice (74, vom avea |y(t ; ta, Y.) < 


prietátii de stabilitate exponentialá verificá pentru sistemul (5) toate 
condiţiile din teorema 1.5. În acest fel teorema 1.7' este demonstrată. 

Vom da $i pentru aceastá teoremá incá o demonstratie, bazatá pe o 
idee principial nouá, datoritá lui Barbagin. Vom presupune cá 

| g (t, Ya) — 9 (t, pls L (r) ly, — Ya | pentru. |y | <r, |Y <r. 

Ca mai sus vom serie 


t 
Yy (t5 tos yo ) — € (t5 tos Yo) =| (Flu, y (u 5to, Yo)]— f [(u, & (u ; to, yo) Ji du + 


te 


F E [u, y (u; to, Yo) ldu = ( Uf [9,9 (9 ; to Mall — flu, æ (u 5 9,99)]] du + 
RA A 


t 
+ | {g (u, y (4; to, Yo)]—g [u, x (u ; tos yo) Ji du + ( glu, x (u ; to; yo) ] du. 
« le Jo 
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Rezultá 


i 
lg Eito Yo) — 2 (6549 99)] < Za (1) BV e 779 [yo | du + 


e to 


t 
+ j 2 L (r) y (u ; to, Yo) — € (U 5; to, Yo) | du 


deci 
Lı (r) B 2 L (r) (t—to) 


19 (Esto, Yo) — o (tto, Y) S< a e [yol 


pentru toti tt, pentru care 


Y 


Y T 
|Y (U; tos Y) | S > |æ (u 5 tos Yo) | < y dacă t, « wu « t. 


wo | 


Fie 


Avem 


— a (u — to) 


| æ (u 5 to, Yo) | < Be ll Biller dacă e < 


to < u SI 


Mai departe, pentru acei Lu <t<ty + T pentru care 
r 
y (ito Yo) | < => 


rezultá 


L, (7) B pU 
O 


| y (4 ;t03Y0) — DS bas Mall < |Jo |< 


deci 


L, (7) B Pa TL(r) 


Sg 
2 


Y 


|y (u ;to Yo) | <leu; tos Yo) + ly (v; to, Yo) — € (U 5 to Yo) < 


A 
< Be- e - to pu: dul O AA 
i yl + 3 9 8B ER 


Rezultá că | y (u; to, Yo) | < pentru t.<u<to + T şi în plus 


| y (43 to, Mall «s pentru tout, + T. 
Mai departe 


ly (to + Tito go) |< Be "Tt = 


EE 


? 
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Considerăm acum intervalul t + T<t<t,+2T; in loc de ge 
vom pleca cu valoarea y (to + T; to, Yo) pentru care am stabilit evaluarea, 


€ 
t + T:t < 
| y (to ; tos Yo) | AB 


: Aceleagi calcule ca mai sus (in care rolul lui e 
este luat de) conduc la |y (t; to, Ya) | < es pentru &,--T «t« t --2 T 
sily (to --2 T; to Yo) |< ceo Continuînd în acelaşi mod se capătă 


pentru t +nT <t <t + (n + 1) T evaluarea |y (t; t, Y) | <——- 


9n+1 
Rezultă în orice caz că dacă |Yo | < 5 Aren ly (Es tor Yo) | «s 


LA 


pentru orice t > t. Dacă |y, | < : rezultă | y (t; tos Yo)| < 


y 
SH pentru 
to + NT<t<t, +(n+1) T. Fiet > t, ; există m>1 astfel ca t, -F(m—1) T« 
«tty + mT; atunci mI >t— t, m > (i—i), 2"> See, 5 < 


1 
< 2 T^^" Dint>t, + (m — 1) T. rezultă 


T 1 
(ut: ta Yo) | < — 


Y La 
ella E p 


luînd « = = In 2 avem 2 = e%T , deci] y (t; to, Yo) | EICH ceea 


ce dovedeşte că soluţia banală a sistemului (5) este exponential stabilă. 

Vom demonstra acum o teoremă de stabilitate după prima aproxi- 
matie, valabilă numai în cazul cînd sistemul de primă aproximaţie nu 
depinde explicit de t; extinderea ei în cazul general este încă o problemă 
deschisă. Teorema a fost demonstrată pentru prima dată în 1951 de I. G. 
Malkin. Alte demonstraţii au fost date de J. L. Massera şi N. N. Krasov- 
ski. Aici vom da o nouă demonstraţie bazată pe unele rezultate subliniate 
mai înainte. 

TEOREMA 1.7”. Considerăm sistemul 


dr 
dt 


— X (2) + R(t, x), (6) 


unde X (kx) = k” X(z),| R(t,2)] <y |x |”, fiind o constantă suficient de 


mică. Dacă soluția banală a sistemului D (x) este asimptotic sta- 


bilă, atunci soluția banală a sistemului (6) este uniform asimptotic stabilă. 
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p d 


Demonstraţie. Considerăm sistemul 


de — E pentru |z| 40, (7) 
== 2m- 
dr 0 pentru |z| = 0. 
Fie z (T ; To; £o) o soluţie a sistemului (7), 
1 
t (7) = | u, 


o |2 (U 5 Tos Lp) "^! 
7 (t) funcția inversă corespunzătoare. 
Fie 
y (t) = 2 [7 (t) 5 To, Lol. 
Rezultă 


dr (t) — X [e [r (t); Tos ll _1 


Ze (t) =A e0 To» o] 


dr de Lett: rosa] dëi ` 
dr 
= X [z(= (t) ; To, 20)] 
deci 
dy (t) _ | 
Ee = X (y (t)); 


in plus y (to) = £o, unde to = t («,). 


Deoarece am presupus că soluția sistemului omogen este asimptotic 
stabilă putem scrie 


[y (| <x (1 701) $ (t — to), 
deci 


|2 [ (t) 5 Tos £o] | < x (1 oo 1) Y (t£ — t). 
|2 (7570, 99) | x ( 120) | $ (8 (7) —  (70)) = 
Se xay (V ee gab 


ow 12(U5Tp, 2o) |”? 


Rezultá 


Dar deoarece 2 (4; To, Pal e mărginită, rezultă cá 
1 . p 
22 i0,deci|2(1579,2)| < x( EA Y (l(t — *9)) = 
|2 (U 5 To, Lp) | 
= y% (| Tol) Y* (T — To) 
unde y* (r) este monoton descrescătoare si 
lim V* (r) = 0. 
Yo 
Din aceastá evaluare rezultá cá solutia banalá a sistemului (7) este 
uniform asimptotic stabilă, deci pe baza unei observaţii din $2 este expo- 
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nential stabilă. Fie acum zx (t; to; 29) o soluţie a sistemului (6). Punem 
t 
T (t) =| |æ (u; to; 29) | ^"! dw ; 
0 


fie t (1) inversa acestei funcții gi 


y (7) = æ (t (T); to, Lo). 


Avem 
a SET Se = 
= (X [æ (t (7); to, 29)] + R [t (7), æ (t (2); to, URS - 
dt 
— (X [e (t (=); to, aal + E [t (5), æ (t (7); to, 4) -. —————— = 


| æ (t (T); to, £o) |” 
Xy REGY 
|y (7) m |y(r) |n 
Rezultă că y (7) verifică sistemul 


dy Zut, Ely 


EE 


dacă |y | +0, 


d Jak? |y |"! 
Y o dacă |y] — 0. 
dr 
Din 
[R(tY)|<Yly]” 
rezultá 
R(t 
E ca « y ly |. 


Deoarece solutia banalá a sistemului de primá aproximatie (7) este 
exponential stabilá, putem aplica teorema 1.7' gi rezultá cá solutia ba- 
nalá a sistemului in y este exponential stabilá, deci 


|y (7) | < Be *C 7*9 [go | , To = 7 (to). 


Rezultá 

| æ (t (T); to; Zo) | < Ber“? Tw | m, | 
sau 

la (t; to, 29) | < Be-*0 07* t | q, | 
deci 


T | e (8:65, co) | Pol du 


| (titor wll e Be Je al. 
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Dacă pentrut >co,r(î)> Tæ < co, atuncei soluţia 

y (7) = a (Ur) ; to , Lo) 
nu ar fi prelungibilá dincolo de Tæ deoarece pentru t > Ta avem t — oo. Dar 
soluția y (r) este prelungibilă pentru orice c, deci obligatoriu ra = oo. 


Rezultá cá integrala este divergentá deci are loc stabilitatea asimp- 
toticá. Teorema este demonstratá. 


Sá punem in evidentá caracterul stabilitátii asimptotice pentru sis- 
temele omogene considerate. Presupunem m>1. Pentru sistemul 


stabilitatea asimptoticá este totdeauna exponentialá, deci 


| 2 (T5 To; Zo) | < Ber *C - To [Zo |, 
deci 
[Y (t; to; £o) | < Be- «v - rio) | 2g. 


Să evaluám pe |2 (T ; To; Pall „Avem -= z (sj) = Z (2 (7 ; To, Pall, unde 
T 


am notat 
X (2) 
eye aperi deir o 
0 UTR 


(2 (7 i9) Zelt To all = (2 (7 5 Tos 20), Zeie? 30520). 


Dar Z (2) e omogenă de gradul întîi deci |Z (2) | < L| z|, unde L = sup |Z(2) |. 
[z| x1 
Rezultă 


1 d 
— — | 2 (T; Tos Lo) l <L|2(r; To, 2 
SE | 2 (T 5 To s 29) ^; 
deci 
ES < d S 
—— În |2 (T; To, £o) |*| < L, — m |2 (T; To, 2o > — 2L, 
| 2 dr | dr 
In |2 (T 5 To, 2,) 12>—2.L(1—7p) + 1n | 25 |?, | ZÒT ; To, 29 )|? 7 e ?2 C77» | ng |2, 
deci 
|Z (T5 Tos 2o) | ze "0779 | wol, |2(v529, Lo) |^ ep jam, 


1 


EE AL em -—1)L(t- To) 
EISE GC C pamm 
? *0? “0 0 
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Rezultá 
dt (7) < NM SSS e^ - 0 L (1-19) 
dr | ty mo? 
deci 
t (7) — to < ot i | em-1)L (7-70) de = 
| Lo | sita ^o 
E 1 ( Cemuzado = —— — (gi DEC -— 1). 
| £o |" ^! Jo (m — 1).L |a, |"-! 
De aici 
14- (m — 1) | a |"? (t — tQ) < en - 1L (T-T) 
[1+(m-—1)L|x,|"- (t — ty]? « elm-1) (7-70) 
[1 + (m — 1) Ll a, [^71 (t — )] Ë < ema 
deci 
6 (m-ar), c 1 
[1 + (m—1) L |x|”: (t—4,)]7 
Rezultá 


m-—1 Bn-1|a ma 
|y (£5 tos 2o) | < nie" mn" yy, mt < ? 


« 


[1 + (m—1) L |a n (t—&$)1*- 


sau 
ly (t; to, £o) | < ci ic da E eu ES "| Do] = 
= Blla 17" "+ (m — 1) L (t — to)] E | & | du 
Krasovski a demonstrat cá dacá solutia banalá a sistemului 
e. = Y (ty) 


verificá o evaluare de acest tip, atunci se poate demonstra o teoremá 
de stabilitate dupá prima aproximatie de tipul teoremei 1.7''. Este insá 
o problemá deschisá dacá o asemenea evaluare are loc intotdeauna pen- 
tru sistemele omogene. 


Vom stabili acum unele teoreme de stabilitate dupá prima aproxi- 
matie cu caracter mai putin general, dar care se pot dovedi efective in 
diferite cazuri concrete. 

PROPOZITIA 1. Considerăm sistemul 


dp ` 
di (t) x + X (a, t) 


unde | X(z,t) | <8*(1)| 2], pentru |x| <c 
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Dacă există o matrice G (t) autoadjunctd si pozitivă (adică astfel încît 
forma ermiticá (Gx, x) să fie pozitiv definită) astfel încât 


V [esto +20 |/ 4 faro, 


atunci soluţia banală a sistemului este asimptotic stabilă. 

Aici qu este cea mai mare valoare proprie a matricii A + GG + 
+ GA*G, iar ^ și A sînt respectiv cea mai mică și cea mai mare valoare 
proprie pentru matricea G.. 

Demonstrație. Fie 


EU) = (G (t) (t5 tos Lp), c(t; to, Dall, 


Avem 
d dG 
s = (arat lo; 29); t (t; to, Dall quM em to, Lo), c (t; lo» ell + 


dG 
+[ew x(t; to, HU" L(t; to > Lo), a(t itos 2o)) + 


(G (t) A(t) x(t; to, Lo), (E; to, 20)) + (G (t) X (x(t; to, Lo), t), m (t; to, £o)) + 
+ (G(t) æ (t; to, Lo), A(t) 20: to Zoll + (G(t) x (t; to, £o), X (x (t; to, £o) t) = 

= (ERE 2005 tos m) (E5 tos 29)] (0 AO) 2 (t3 lo, 24), 205 lo, m) 
+ (A* (t) G (t) x(t; to, £o), £ (t5 tos all + (G (t) X(x (t ; tos Lo), t), £ (t; tos allt 
+ (G(t) x(t; to, £o), X(T(E5 to, Lo), t) = (Q (Hu (t; to, Zo), (t5; tos To)) + 
+(G (t) X (x(t; tos Lo), t), m (t5 to, £o))+(G (t) æ (6 5 tos £o), X (£ (t; tos Lo), t)), 
unde am notat 


om rouig 
Avem 
e AG S 
GC EIERE 


deci du este cea mai mare valoare proprie a matricii G^! Q. Avem 
(Qz, £) < du (Gx, x)*) 
*) Într-adevăr, să considerăm funcția (Qx,x) dată pe (Gx,x) = 1; deoarece (Gx,x) = 1 
e compactă, există Ay = sup (Qx,x). Conform teoriei generale a extremelor cu legături, punctele 
(Gg, ziel 
de maxim verificá relatia—- [(Qr,x) — (A Gx,x)} = 0 deci (Q — A G) x = 0; această ecuaţie 
x 
are soluţii nenule numai dacă det (Q-AG) = 0. Dar 
det (Q-AG) = det G det (G-1Q-AE), 


deci A verifică ecuatia det (G-1 Q-A E) =0 deci e valoare proprie a matricii G^ ! Q. 
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De asemenea, se demonstreazá imediat inegalitatea 


(Gx, y) + (Gy, x) <2 /Gz, a) (Gy, y). 
Tinínd seama de aceste inegalitáti rezultá 
dă — 


2 
di < Uy 5 + VE (GX, X). 


Dar 
(AX, X) <MX,X) « AB (2,0) = A pa (a, ai < A pa is dă 


Prin urmare 
E 
di] ^ A! 
deci 
di A 
ER < [n +28 | Ae. 
Rezultá 


V (mer a dt 
E (t) < (Go, Lp) € . 
Pe de altá parte, 
E(t) = (G (t) x(t; to, Lo), c(t; to, Zo) )>A |x (t; tos Lo) |?. 
Rezultă 


i ay 2B [/ A 
AO) | ælt; to, To) |? < A (to) | £o |l? e Y, R y+) 


deci 
1 (t A 
K gau +22] at 
| & (t5 to ES EIC 2" (a IS | |. 
Dacă (t) Aw > 0 şi dacă Y (ue + 2B y ju — —oo cînd t — oo, 


solutia banalá rezultá asimptotic stabilá. Dacá in plus 
; M 
V me +20 Mar <= at= to 
«to 


stabilitatea este chiar exponentialá. Teorema este demonstratá. 
Sá considerám un caz particular important. Presupunem cá A e 


Dacă x, e punctul de maxim, x, este vector propriu pentru G~ 1 Q, deci (Ota Tal — A (GX) = 
= 0; cum (Gay, 29) = 1 rezultă (Qu, 1,)=2, deci Ay este valoarea proprie a lui G-1 Q cores- 
punzátoare lui Ze, Cum valoarea (Qx,,rg) este maximă, rezultă Ay =4m. De aici rezultă imediat, 
evaluarea scrisă. 
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constantă şi că forma normală Jordan corespunzătoare este diagonală. 
Fie C matricea care aduce pe A la forma normală Jordan G = C"*C. 


Atunci G!Q—.4--G^1A4*QGQ— A + C1 C* 1 A* C C 


gi 
CG!QC 1! = CACT! -C** 147 C* = CACT! (CACI). 


Rezultă că valorile proprii ale matricii CG^! QC"! care coincid cu 
cele ale matricii G^! Q sint tocmai dublul pártilor reale ale valorilor 
proprii ale matricii A. Presupunind că părțile reale ale valorilor proprii ale 
matricii A sint negative şi notind cu —d pe cea mai mare dintre ele, 
condiția din teoremă devine 


y a+ Al dt = — co. 


Semnificatia acestui rezultat este urmátoarea. Se stie cá dacá ma- 
tricea A are valorile proprii cu párti reale negative, solutia banalá a sis- 
temului liniar de primă aproximaţie este uniform asimptotic stabilă, deci 
funcţionează teorema de stabilitate după prima aproximaţie. Rezultatul 
de mai sus permite evaluarea lui f astfel încît stabilitatea să se păstreze ; 


de exemplu, presupunînd că f este constant, obţinem evaluarea gd E : 


În sfirgit, să observăm, că metoda folosită ne-a condus nu numai la o. 
teoremă de stabilitate după prima aproximaţie ci şi la o evaluare a soluti- 
ilor. Alegind convenabil matricea G se pot obţine formule tot mai precise de 
evaluare a soluţiilor. 

PROPOZITIA 2. Considerăm din nou sistemul din propoziţia precedentă. 
și presupunem 


Lem dt — oo. 


Dacă soluția banală a sistemului 


dy 
— — At 
dt SI 


este uniform stabilă, atunci soluţia banală a sistemului dat este uniform- 
stabilă. Dacă soluția banală a sistemului 

dy 

—— — A( 

E (t) y 


este uniform asimptotic stabilă, atunci soluţia banală a sistemului dat este 
uniform asimptotic stabilă. Aici se presupune că 


( | A (u) | du < e(t — to). 


« to 
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Demonstrat?e. Vom demonstra această propoziţie în două feluri. 
Prima demonstrație se bazează pe construcţia unei funcţii Lia- 
punov. 

Din ipoteza de stabilitate uniformă rezultă |C (t, s) < M, deci 

iy (t; to, Tp) | < M | zx, | pentru toate soluţiile sistemului liniar de primă 
aproximaţie. Fie V (t, zx) = sup  |y(t+o; ft, x)!. 
Avem V(t, zx) > | x] gen, V(t,z) <M]| ul. Mai departe 


|| y(t—0;t,2,) |—] y(t f O 3 t, 22)|| «|y (t + ol, Ly — Lo) | <M |2z,— x, | 


(am folosit lóniaritatea sistemului de primă aproximaţie). 
Rezultă 


ly(t+o;t, 2)I «ly (t+0; t, 23) | + M | 2,—221, 


deci 
V (t, 24) < V (t, 22) + M |2,— v]. 
La fel 
V (t, 22) < V (t, 2,)4- M |r — 2, | 
deci 
| V (t, 2) Ems V (t, Xa) Le M EA — La bk 
Funcţia 


V*(t) = V (t, y (t to, £o)) 


este monoton descrescătoare (vezi teorema 1.2”). 
Avem 


ele: a) — a +| (4(u) ælu; t, al + Xo (95 t 2), u)) du 
ul 
Pentru |x| < rezultă, dacă i<v<t+h gi h e suficient de mic, 


læ (051,2) |< lal +È HA) lalu; t 20) | + G(u) Jo(u; t, a) |) du 
deci 


n HAQO| +B gdu 
|o (v 5 t, 29)| « | xp] e 


Mai departe 


£ (9; t, 49) — y (v; t, 2) - V A Q0) [x(u; t, £o) — y (€; t, 2,)1 du + 


t 


$ xu; t, al, u) du. 


m 
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Rezultá 
t+h t+h 
( (4 (u)] + B2 u)) du í p? (u) du dë 
| x(o; t, £o) —y(v; t, £o) | «ila e A 
+È äist! lotus t, m) — y (u; t, 2) | du 
vt 
deci 


TE" n (2.14 (4) | —B%u)) du 
(0; 6 al y itm) los Eil du e 
RI: 
pentru í.« v «1-4 h. 
Tinind seama de aceastá evaluare deducem 


| V[t -- h, z(t-- h5t, 2)] —V [t - h, y(t -h5 t alle 


t4- MAE |+6%u) du 
<u] B2 (u) du e” 


e 


deci 
lim un V[t + h, x(t + h, t, 2)] = V[t+h,y(t+h;t, x)] 
h=>0+ 


«M Bel, 


De aici, cu ajutorul unui calcul pe care l-am mai făcut (vezi de exem- 
plu teorema 1.7'), rezultă 


HI +h, 2,(t+h;t, 2)] — Y [65 £] 


lim sup < M p? (t) |z| <M p* (t)V (t, a). 
1-.0-- h 
Notind 

V **(t) = V [t, æ (t to, £o)], 

deducem 
lim sup Vth) (t) < M p? (t) y* (t) 
A=>0+ h 
deci 
M Y 8? (u) du 

VOK (tp) e e 

sau 
d B2(u) du av B2 (u) du 

| x(t; tos £o) | CV [6 Dt; tos 2HISV (to, fale" <M |z|e ** 


ceea ce împreună cul p? (u) du < K atrage |z(t; to; file Met |a] 


şi prima afirmaţie a propoziției e demonstrată. 
Pentru cea de-a doua afirmaţie, procedind ca în teorema 1.7, ale- 
gem funcția (V (t) zx, x) dată de teorema 1.6” si notind 


V*(t) — (V (t) a(t; to 29), zii; to, Lo)), 
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deducem 
dV* 
dt 


= — |æ (t; to; 2o) |2 + 2(Vi(0) x(t; to, Lo), X (2(65 t, Lo), t) < 


1 — 2M g? 
< —| 2 (6; tos 2o) |? -- 2M Bi lo (t; to, m) pe 2D y qn 
deci 
dinv* 1 
<= +2M p; 
2: up 62; 


de aici deducem 
t 
Iny*() — m V* (4) < ft to) 4-2 MÁ giu) du 
WA 
deci 


1 t 
—g 7 fe) 2M V 83(u) du 2MK — E (t— le) 


V* (t) < V* (tp) e e <M|zx fe ^" 
de unde se capátá in definitiv 


TV ER 
Leit: to, 20) |< |j Z erre 2M Iza | 


gi propozitia e demonstratá. 
Cea de-a doua demonstratie folosegte formula variatiei constantelor 


t 
x(t; to, £o) = C (t5 to) SEN C(t; 8) X ((s5 to, To) ,s) ds. 
«lo 
Rezultă 
t 
lz(t; tos 29) | < M DIEN M p?(8)| e ($ ; to, £o) |ds. 


to 
De aici se capătă 
vk (33 (s) ds 
| L(t; tos 2,)| <M|zx | e Je 


Şi prima afirmaţie a propoziției e demonstrată. 
sfîrşit, dacă soluţia banală a sistemului liniar de primă aproxi- 
matie este uniform asimptotic stabilă deducem 


[C (t; 8) | < Be 
deci 


t 
It: to; To) | < Bez | a, | +1 Be») Bieles: to, To) | ds 


deci notind 
u(t) = | æ (t; ty, Gallet 
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deducem 


^ 


u(t) < Bu(t) + Bl B? (s) u(s) ds, 


deci 
B Y 8?(s) ds 
ult) « But) e "^ 
de unde deducem 


t 
D 2? (s)ds 
to 


Iæ (t; tos 2) | < Be“ | ml e < BeEf5 go | 7 | 


gi propozitia e complet demonstratá. 
PROPOZITIA 3. Considerăm sistemul 


dr 
— = X(t,ac 
di (t, 2, y), 


y | 


unde |X (t, 2,y) | CK | y |f, 820, |Y (t, 2, y) |<k |y | pentru |æ Soo ly | ao, 


k suficient de mic. 
Presupunem că soluția banală a sistemului liniar 


dz 
— = Á (t)z 
ài (t) 


este uniform asimptotic stabilă. Atunci soluția banală a sistemului dat este 
uniform stabilă şi în plus pentru orice soluţie pentru care valorile inițiale 
sînt suficient de mici avem 


Yy(t)>0, x (t) l pentru t— co. 


Demonstraţie. Vom da gi pentru această teoremă două demonstraţii, 
prima bazată pe construcţia unei funcţii Liapunov, iar a doua pe formula 
variaţiei constantelor. Fie V (t) matricea construită ca în teorema 1.6” 
pentru sistemul în 2. Notînd 

V* (t) — (V (t) y(t; tos Tor Yo), Y(t; tos Zos Yo)) 
obtinem ca in teorema 1.7 
dV* 
dt 


+ 2(V (t)9 (t; to, Zos Yo), Y (6 a(t; to, Zos Yo), Y (65 tos Zos Yo))) 


= — | y(t; tos To, Yo) |? + 
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deci 
dV* 
dt 


< — |y (t; to, Zos Yo) |? + 2M k |y (t5 to, To, Yo) 12. 


Mai departe, ca in teorema 1.7, deducem 


dV* 1 1 : 
EP == Y(t to, 2o, Vo SV (t) 
deci 
EE 
ul (t; to; Lo, Yo) |? <V* (t) < My |? e 
deci 
apte 
esta 20, 1)1< [Le au m EE 
Din 


t 
€ (t5 lo; Zos Yo) = e, A X [w, £(u; tos To, Yo), Y(U; tos To, yo)] du 


A 


rezultà 


i B B 
le (ifo, Zos yo) | I Zol +A x (2 ¿TT 4 du |y, |° = 


. to 


— B — 
Brit —74 B4M 
air (PUN e ™ du i <a + SIT ru 
~O 


ceea ce arată stabilitatea uniformă. 
În plus, ( X [u, x(u; to, Zos Yo), Y(U; to, To, Mall du rezultă con- 
vergentă, deci lim x (t; lo; Toy Yo) există. Propoziția este demonstrată. 
Trecem la cea de-a doua demonstraţie. Fie C (t, s) matricea fun- 
damentală de soluţii pentru sistemul in 2; avem 


IC (t, s)| < Bes 
Rezultá 
y(t; to, Lo, Yo) = C (t5 to) Yo + 


t 
+| C(t, s) Y(s; v($5 to, To, Yo), Y (S5 tos To» Yo)) ds, 


to 
deci 


t 
ly (t; tos To, yo) | < Ber |yg | + Sr ecu |y (s5 to, Lo, Yo) | ds. 


. le 
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Notind 
u(t) =e” i y(t; tos Zos Yo) |, 
obținem 
t 
u(t) < Bu(t,) + Bk | u (s) ds, 
«ls 
deci 
u(t) < Bu(t,) eio., 
Rezultă 


ly (t5 tos Lo, Yo) | < Berto eo [yy |. 
Dacá avem k< = , rezultă evaluarea exponențială pentru 


| y (t; to; Toy Yo) | şi demonstraţia continuă ca mai sus. 

Cu ajutorul propoziției 3 vom stabili un criteriu de stabilitate de 
tip special relativ la sistemele de ordinul al doilea. 

PROPOZITIA 4. Considerăm sistemul de ordinul al doilea “Y = 
= Y (y, t), unde Y depinde analitic de y si are dezvoltarea în serie cu coefi- 
cienti márginiti pentrut>0. Fie (t, h) o familie de soluţii mărginite 
pentru t>0 ale sistemului depinzând analitic de h şi cu proprietatea că 
funcțiile pr (t, 0) sînt mărginite pentru t 0. Dacă 

h 


| 9,(650)| 2 Y > 0 
și 


OY 
| ER [o (t, 0), t] | dt < — v(t — to) + x(t), unde x (t) este o funcţie 
« to 
mărginită, atunci soluția y = q(t, 0) este uniform stabilă. 

„Observaţie. Dacă Y nu depinde explicit de t şi sistemul admite o 
soluție mărginită y = ọ (t), atunci există şi soluţiile o (t + h); în acest 
caz P,(t, 0) = ġ(t) şi în general 


do _ d" 
p(t, 0) = dr 9 (t), 

deci condiția ca aceste derivate să fie mărginite este verificată automat. 
Pentru cazul cînd Y nu depinde explicit de t şi soluţia q (t) este periodică, 
rezultatul a fost stabilit de Poincaré. 

Demonstraţie. Fie q (t, 0) = o (t). Facem schimbarea de variabile 
x = y — 9 (t) şi obţinem 

dx 
a x + X(t, x), 


unde 


d 
Am =Z (e (0, 1) 
Y 


iar dezvoltarea in serie în raport cu z a lui X (t, z) începe cu termeni 
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de grad mai mare sau egal cu doi. Atit A (t), cit si X (t, c) sint márgi- 
nite ca funcții de t pentru £70. Sistemul in z admite familia de soluţii 


1 , 
s= e(t, h)— e(t, 0) - h € (50) +18 9 (5 0+.. 


Înlocuind în sistem se constată cá 9, (t, 0) este o soluţie a sistemului liniar 


SR = A (t) z. Conform ipotezelor această soluţie este mărginită. Vom 


nota în cele ce urmează cu d Y, componentele vectorului 9, (t, 0). Avem 
prin ipoteză 4? + 42 > y? > 0. Fie Y = D E M Rezultă det Y —42-- 42, 
2 1 


oarak tr d 


şi se vede cá pe baza ipotezelor teoremei, Y, Y~ Y sînt mărginite. 
Facem schimbarea de variabile x — Y x*. Sistemul devine 


da" — tan A — y Fi oer + Y? X(t, at 
di dt 
Sistemul liniar 
dz 
— € A (t) 
F (t) 


devine prin schimbarea de variabile z = '2', 


— 
— 
a — 


dz” | dY 
dt 


VY AY —Y3-——|2z*. 
di 


Acest sistem va admite solutia 2, — 1, 2; — 0 care corespunde so- 
De aici rezultă cá matricea Y”? AY —W u, ae prima coloaná 


nulă ; fie a (t), b (t) elementele celei de-a doua coloane. 
Avem 


b(t) = Sp par wl Sp YA AY — ke 


dF d d 
— SpA — Sp F~ — — Sp A — — In det Y — Sp A — — In (42 2). 
p p F p EF p 2 (Y? + dëi 
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Sistemul in z* are deci forma 


da; bid a. gs 
LA 400 + EI, Lı, La), 
di 
d » * * x. * 
E = b(t) 2» + X2(t, 21, £2), 


unde X* are aceleaşi proprietăţi ca gi X. 
Din z* = Y” grezultá că acest sistem admite familia de soluţii 
márginite 


me = BF q, (t, 0) LIM YA pt, 0) +... 


Tinind seama de faptul cá 9, (t, 0) este prima coloană a matricii Y 
rezultă că V" ` 9,(t, 0) are componentele 1 gi 0, deci 


m = h + h? aalt) +... 


Da = h? Ba (t) 4- ..., 


unde conform ipotezelor «, şi B, sînt funcții mărginite de t pentru 1 — 0. 
Efectuám o nouă schimbare de variabile 


zi =u + Bar (+... 
La = V+ d Ba (1) + ... 
În vecinătatea punctului zi = 2; = 0 se capătă 


u = d,— ta (t) +... 


v = Lz — qv? B, (t) - ... 


şi proprietăţile de stabilitate pentru sistemul în (u, v) conduc la proprietăţi 
de stabilitate pentru sistemul în x*. După ultima transformare sistemul 
devine 

du 

u ane + U(t, u, v), 


=o v Y (t u, v), 


unde U şi V sint mărginite ca funcții de t pentru t — 0 şi au dezvoltări 
în serie după puterile lui u gi v începînd cu termenii de grad > 2. Acest 
sistem admite familia de soluții u = h, v = 0, ceea ce impune ca U (t, u, 0)=0 
V (t, u, 0)=0. De aici rezultă că pentru |u| Lu, |v| <, avem 
IU (t, u, v)| < a] ol, | V (t, u, v)| < Biel, unde a si 8 pot fi aleşi oricât 
de mici, cu condiția ca u, şi o, sá fie suficient de mici. 
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Pe de altá parte, din 


d 2 2 
b(t) = SpA — c NDS ya) 


rezultá 


¡ (C 2 40 40 
| oa =| (824) M UO IOS 


Solutia generalá a ecuației Se — b (t) w 


« to 


se scrie 
V2 (£) -92 (0) 


Y Sp A ds euin pogo apa 
YI (to) dog __ 


v b (s) ds 
? — w (t) e^ e 


w (t) =w (t,) e 


IA Ann, 


= t 
"Wel" Awer (0 


| Ph (to, 0) |? 
2 


ceea ce aratá cá solutia banalá a ecuatiei in w este uniform asimptotie 
stabilá. Putem aplica propozitia 3, deci solutia banalá a sistemului in 
(u, v) este uniform stabilă, ceea ce atrage stabilitatea uniformă a soluţiei 
banale pentru sistemul in z*, deci pentru sistemul în v, deci stabilitatea 
uniformă a soluţiei ọ (t). În plus pentru u (tọ), v (t,) suficient de miei 
avem u(t)>h, v(t)>0, deci i(t) — (h + h? a, (t)-- ...)—>0, xs (t) — 
— (h? B,(t) + ...)— 0 deci soluţiile x(t) tind către una din soluţiile 
p(t, h) — p(t) deci pentru orice soluţie y(t) din vecinătatea lui c(t) 
existá h astfel ca 


Conform ipotezelor din enunț, |w (t) | <(w (tp) |: eo) ex, 


lim (y (t) — e(t, AU = 0. 


8 8. STABILITATEA IN RAPORT CU PERTURBAT!I PERMANENTE 


În cele ce urmează vom stabili o serie de teoreme care pun în evi- 
dentá faptul cá dacá o solutie este uniform asimptotic stabilá ea prezintá 
anumite proprietăţi de stabilitate şi în raport cu diferite clase de perturbații 
permanente. 

Ca şi pînă acum, va fi vorba numai despre cazul stabilităţii soluţiei 
banale, deoarece prin procedeul cunoscut, studiul stabilităţii oricărei 
soluții se reduce la acesta. 

DEFINIȚIE. Soluția banală a sistemului (1) se numeşte stabilă în 
raport cu perturbații permanente dacă pentru orice e > 0 există 8, (e) şi 
8, (s) cu proprietatea ca oricare ar fi funcția R (t, x) cu |R (t, x)| < Ge pentru 
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la| < e, t > ty si oricare ar fi yy cu |yg| < 9,, soluția y (t; tq, yg) a sis- 
temului 


= = 9) + Ry) (8) 


verifică inegalitatea |y (t5 to, Yo) | < € pentru t > to. 

TEOREMA 1.8. Dacă soluția banală a sistemului (1) este uniform 
asimptotic stabilă, atunci ea este stabilă si în raport cu perturbații perma- 
nente. 


Se presupune cá f îndeplineşte condiţia | f(t, æ) — f(t, x)| < 
t+u 
« L(t)| — el pentru |z, | < ao; |La | oa 8i | L(s) ds < K |u]. 


et 
Demonstratie. Conform teoremei 1.6”, din stabilitatea asimptotică 
uniformă a sistemului (1) rezultă că există o funcţie V (t, z) cu proprie- 
tátile : 


a(| 2|) <V (t, 2) <b(| x|), 
iim TE RA Ling d, (tth; ty, 29)]1— V [t vt; to, 2)] < __ 


h 0 + h 


€ (| x(t; to, £o) |), 


IV (t, a) — V (t, £a)| SM la — gal pentru |z| < ò (So), |La | <È (èo), 
unde Ziel şi 3, apar în definiția stabilității asimptotice uniforme. Fie y, cu 


Yo] < ECH considerăm soluţia y(v; t, yg) a sistemului (8). Din 


vie: t a) ot Uti fest all + Sins y(u5t, yo) du, 
rezultá 
yt) E In LE Lu) ly (051, yo) | du + An 
unde y = e Lb y) |. Eeer are loc pentru t <v « t + h astfel 
încât ORO t, pus | < «y. Rezultă 


ne t, Yo) |  (19ol + hn) e^, 


deci pentru h suficient de mic vom avea în orice caz |y (v; t, yg)| <a 
şi inegalitatea este adevărată pentru orice &« o «t -+h cu h suficient 
de mic. 


Fie mai departe x (v; t, Yọ) soluţia sistemului (1). Avem 


y (v; t, Yo) mm g (v; t, Yo) =| { f (v, y (v; t, Yo)) — f(u, x(u;t, Y0))) du + 


+| R(u, y(u; t, y) du- 
t 
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Fie c: 0, «min ate) a(z «J^ 3, (€) = b— (1), 8, (s) = Jo OH 


; 1 
Alegem ly.| < ,| vom avea în orice caz |yo| < P sl 
Dacă R(t, x) este astfel încît |R(t, x)| < 3, pentru |x| « e, 
1 > to, VOM avea m = sup |R(t, y)| < 5. Ca mai sus se vede cá dacă 
t>0,]y|<e 


— 


Yo | < 8,, atunci pentru h suficient de mic vom avea |y (v; t, y)| < € 
pentru / < u «t +h. 
Rezultá cá putem serie evaluarea 


ly(0;5t, yo) — (o; t, Yo)l < hm + | L(u)| y(u;t, yo) — ez t, yo) | du 
t 
de unde 
Lyw; t, yo) — T(V; t, yo)| < hn, e*”, 
valabilă în orice caz pentru h suficient de mic. Pe de altă parte, avem 


lim sup PEER Eh t) Vit] nn PEHA EA IV 19 


h—>0 + h h—>0+ h 


+lim sup LETY EH h t y)]— V [t + h, elt + hi ty), 
h—>0+ h 
Dar 
IV (t +h, y(t +h; ty) V [t+ h, w(t + h; t y)] < 
<Mly(t+h; t, y) —a(t + h;t, y) | 
dacă 
_ la(t+h;t, y)| < 8(8), ly(t + h; t y)| < è (èo) - 
Dacă 
. {1 1 
y | < min | di. Go: d 
se vede ca mai sus că pentru h suficient de mic are loc evaluarea 


Iy(t4-h;t, y) —u(t+h;t,y)|<hn er, 
deci 

|[V[t+h, y(t+h;t, y1—-V[+h, o(t+h;t, y)]] <M h me 
De aici rezultá 

e e OIE Ea ea 
h—>0+ h 

Deducem 

insp AA e 


h—0+ h 


SM m. 


—e(IlyD) LH n < 
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< —e(IylD) + M 8, — —e(lyl) + eb (1)] 


dacá |y| < e cu e suficient de mic. 

Putem acum demonstra că |y(t; to, Mall < e pentru t > fo. 

Dacă proprietatea nu are loc există t, > t, astfel ca |y (6,5 tg allze: 
există atunci tọ < t, < t, astfel ea |Yy (t25 tos Yo) | = € Si ly(t; to, Yo) | < € 
pentru t¿<t<t,. Fie V* (1) = V [t, y (t; to, Yo)]. Avem 


V"(t2) = V [ta, Y (t2; tos y9)] > A(|Y (ta; to, Yo) D = (9) zb 
H (il = V (to, yo) <b (l Yol) < b (è) = b [b> (D] =1. 


Rezultă că există t, < t < t, astfel ca V'(t) = 1, V"(t) > 1 pentru 
t <t <t, Avem 


a(l y (ts; tos Yo) 1) «V [tss y (55 tos yo)] = V" (t3) =1 < b [| y (t3; tos Yo) |]. 
Rezultă 
b= (0) < |Y (t35 tos Yo) | <a” (D) «s. 
Putem deci serie 


lim sup [lat sh tas Y (la to, Yo))]—V [os Y (ta; to, ell — 


h—»0-4- h 


; V'(t hy — Ritt 
=lim sup — 537) — fa). < - (LY (ts; to, Yo) D + e[53(0] — 


< — e [b(1)] + e[b (1)] = 0 


deci V'(t) < V'(t4) = l pentru t > t, ceea ce este contradictoriu. Teorema 
a fost astfel complet demonstrată. 

Vom da acum unele aplicaţii ale acestei teoreme. 

Aplicații. 1° Să presupunem că sistemul (1) contine un număr de 
parametri; vom nota cu o un punct în spaţiul parametrilor. 

Sistemul (1) se scrie 


dr 
— =J (t, 0; a). 
dt f(t, ; a) 


Multimea punctelor pentru care solutia banalá este uniform asimp- 
totic stabilá formeazá ín spatiul parametrilor domeniul de stabilitate 
al sistemului ; fie G acest domeniu. Considerăm un punct «, cfr G ; punctul 
se va numi punct nepericulos al frontierei domeniului de stabilitate dacă 
pentru orice e > 0 există è (e) > 0 gi č (e) > O cu proprietatea că dacă 
| 29| < 8, (e) și pla, ao) < dale), atunci |z(t; to; To; ail < € pentru 
t> to. Am notat aici cu elo, ay) distanţa dintre « şi «, în spaţiul para- 
metrilor. 

Semnificatia acestei definitii este urmátoarea. Dacá «, este un punct 
al frontierei domeniului de stabilitate, oricit de aproape de el se aflá puncte 
din afara acestui domeniu, deci puncte « pentru care solutia banalá ince- 
teazá sá mai fie stabilá ; faptul cá «, este un punct nepericulos al frontierei 
înseamnă că dacă o este destul de apropiat de ag, chiar dacă se află în 
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afara domeniului de stabilitate, soluţia æ (t; to £o, «) continuă sá ră- 
mînă apropiată de soluţia banală, deci se păstrează anumite proprietăți 
de stabilitate, suficiente pentru nevoile practice. Rezultă de aici cá punc- 
tele nepericuloase ale frontierei domeniului de stabilitate au proprie- 
tatea că ne putem apropia oricît de mult de ele fără să riscăm ca erori sau 
perturbații mici să provoace pierderea stabilităţii. O consecinţă imediată. 
a teoremei 1.8 este următoarea: 
Dacă soluția banală a sistemului 


dz 
u Mp ae) 


este uniform asimptotic stabilă, punctul a, este un punct nepericulos al 
frontierei domeniului de stabilitate. 
Intr-adevár, sistemul 


dr 
—— = f(t, 25« 
Ge f (t 2; a) 


se poate scrie 
E = f(t, 2; 00) + (f (t, 25 «) — f(t, £; %)). 
Punind 
R(t, 2) — f(t, 2; x) —f(t, £; v), 


rezultá cá dacá presupunem cá f este continuá in raport cu «, uniform in 
raport cu t, x, atunci pentru (c) > 0 dat există 93,(s) > 0 astfel ca. 
p(%,, Gul < 5, | v] «ze să implice JE x)| < 5, (e). Solutia banală 
a sistemului - 

dz 

"dr = f(t; 0; a) 
fiind uniform asimptotic stabilă, ea rezultă stabilă in raport cu per- 
turbatii permanente, deci există 3,(s) şi (e) astfel ca | 7, | < è (e) şi 
| R(t, x)| < (e) pentru |x| < e să implice | æ(t; to, 2o)| < € pentru 
t >> to. Dar p(a, ao) < Š, (£) implică |R (t, z)|— ù (£), deci, dacă |z! < 31(s): 
si p(a, «9) < da(e) rezultă |æ(t; to, £o; «)| <e pentru t> tọ ceea ce 
arată că a, este un punct nepericulos al frontierei. 

Să observăm că din cele de mai sus decurge importanța studierii 
stabilității si în punctele frontierei domeniului de stabilitate. Acest studiu 
este de obicei mult mai dificil decît pentru punctele interioare ale domeniu- 
lui de stabilitate. 

2° Considerăm sistemul 


dr 

dt = X (t, v, y), 

3 (9). 
E = Y (t, 2, y), 


dt 
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unde x şi y sînt vectori. Presupunem X(t, 0,0) — 0, Y(t,0,0)=0 
si că soluția banală a sistemului (9) este stabilă în raport cu componentele 
x; aceasta înseamnă că există Giel astfel ca | | + |yo| < 8, să implice 
] &(t5 to, Zo, Mell < e pentru t > to. 

Presupunem în plus că soluția banală a sistemului ajutátor 


dz 
SS (t, 0, 2) 


este uniform asimptotic stabilă. 
În aceste condiţii, soluţia banală a sistemului (9) rezultă uniform stabilă. 
Demonstraţie. Sistemul 
d 
Pay) 


se poate scrie sub forma 


d 
== Y (t, 0, Y) + (Y (t, £, y) — Y (t, 0, y)). 

Prin ipotezá, solutia banalá a sistemului ajutátor este uniform asimp- 
totic stabilá, deci, pe baza teoremei 1.8, este stabilá in raport cu per- 
turbatii permanente. Rezultă că există d,(<) si 93,(s) astfel că din 
| Jo | «9, și | Y (t, 2, y) — Y (t, 0, y)| < 35(s) pentru |y| < e, rezultă 
|y (£5 to; To, Yo)| << pentru tt. Deoarece Y este presupusă continuă 
in x, rezultă că există ò, (e) astfel ca | | < 8, să implice | Y (t, 2, y) — 
— Y (1,0, y) |< 83(<) pentru t> 0, |y| < e. Pe de altă parte, dacă 
[9| + yo] < 3, [84 (s)], rezultă |æ (t; to, To, Yo) | < è, (e). l 

Fie ò (e) = min (5, (e), 5, [9 (<)]). Atunci | xa | + | Ya | < 8 (s) implică 
pe de o parte 

| æ (t; to, Zos Yo) | < 84 (€) < e, 
iar pe de alta 


| Y (t, x(t; to, To, Yo), y) — Y (t, 0, y)| < ò, (s) pentru | y | < e, 
deci [y (t; tos To, Mell < € pentru t > to- 


Propoziția e demonstrată. 

Un exemplu de aplicare a acestei propoziții a fost dat de T. Hacker 
în studiul stabilității avionului. În cazul cînd sistemul (9) reprezintă sis- 
temul mişcării perturbate pentru un avion, prin natura lucrurilor o 
parte din componente pot fi controlate de către pilot. Considerînd că 
acestea sint componentele notate cu z si că sistemul (9) contine in el şi 
acţiunea pilotului, controlul pilotului se va traduce prin faptul că soluția 
banală a sistemului (9) este stabilă în raport cu componentele x. Ad- 
mitind, ceea ce este firesc, că acțiunea pilotului e nulă cînd componentele 
æ sînt nule (adică admitind că pilotul nu acționează atunci cînd nu apar 
perturbații), rezultă că sistemul ajutător nu depinde de acțiunea pilo- 
tului, ci numai de parametrii constructivi ai avionului. Alegind aceşti 
parametri în asa fel încît soluția banală a sistemului ajutător să fie uni- 
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form asimptotic stabilá, actiunea pilotului asupra componentelor con- 
trolabile va fi suficientá pentru a asigura stabilitatea miscárii avionului. 

Să presupunem acum că soluţia banală a sistemului (9) este uniform 
asimptotic stabilă în raport cu componentele x şi că soluția banală a siste- 
mului ajutător este și ea uniform asimptotic stabilă. Atunci soluţia banală a 
sistemului (9) este uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. Deoarece soluţia banală a sistemului (9) este uniform 
asimptotic stabilă în raport cu componentele x, există 8, si T (e) astfel 
ca |z9| --19ol < Šo şi t >to + T (s) să implice | m (t; to, To, Yo)l < €. 
Să notăm R (t, y) = Y (t, v (t; to, To, Ya), Y) — Y (t, O, y). 

Fie «(s)« 5(e) eu proprietatea că |x] <a(e),ly| < e(8,) 


implică | Y (t, x, y) — Y (t, 0, y)| < re, unde M este constanta 
Lipschitz a funcției Liapunov construită pentru sistemul ajutător, iar 


y (e) =c [8 (e)]. Fie T,(<) astfel încît t> to + T(e) să implice 
| (t; to 29, Yo) | < a (e). Fie b, = b (ò) si e, astfel ca 


ln ups Y(t+h; tos Zos y9)] — V [t6 Y (t; to, To, Yo)] «c 
h>0+ h 
pentru to <t « to + To Si lol 4-1 yo] < 9,. Existenţa lui c, rezultă din 


faptul cá, la fel ca in teorema de stabilitate in raport cu perturbatii 
permanente, avem 


lim sup V[t -- h, y(t+h;to, To, all — V [5 Y (£519, To, Mall < 
h>0+ h 
<—c(1Y(t5to, To, yo) ]) + Mn, 

unde y > |E (t, y)|. Or, | zol + lyol < 9, implicá 

|y (t; to; To, Mall < E (80), 1t (65 tos Lor Mall € (Sp), 
ceea ce arată cá y va depinde numai de 3, si nu de tẹ deci se poate 
lua c, = Mn. 

Fie T, (e) MCI dm si T(s) = Ty (£) + T, (e). 

Y (s 


În [to + To, to + T] există t astfel ca |y (5t, Lo, yo) | < 9 (s). 
Dacă t' n-ar exista, atunci am avea în tot intervalul 


ly (t; to, To, Yo)| > 9(s) deci 


: — (lg (t;to, To, 99)1) < — e (8 (s)) = — y (s); 
rezultá 
lim sup PUF ho gt Eb mg] T Lit tu] < 
h-p0+ E 


E Y(s) ` ziel 
< — Y(s)) + M DM = 
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căci pentru t> ty +T, avem | z(t; to, Lo, Yo) | < x (£), deci | E (t, y)| < D à 


Notind 


V* (t) = V [t, y (t; to, Lo, Yo)] 
rezultă 


V* (to + T) — V* (to) = V* (to + T)— V* (to + To) + V* (to + To) — 
— Y* (à) < e DT 
deci 
V* (t + T) « b(3,) a T, — 0, 


ceea ce este contradictoriu. 
Rezultă că există t' € [to + To, to + T] astfel ca | y(t; to, 29, Yo) l < 


< 5(e) deci |y (t;to, To, alle pentru t> to + T (e). Cu aceasta 
demonstratia e terminată. 


O variantă a noțiunii de stabilitate în raport cu perturbații per- 
manente se obține dacă în loc să cerem ca perturbațiile permanente să 
fie mici tot timpul, le impunem numai cererea de a fi mici în medie. Sînt 
astfel luate în considerație clase mai largi de perturbații permanente, 
deci obținem o proprietate de stabilitate mai puternică. 

DEFINIȚIE. Solutia banală a sistemului (1) se numeşte stabilă 
în raport cu perturbații permanente mărginite în medie dacă pentru orice 
e > 0 și T > 0 există è > 0 și n > 0 astfel încît oricare ar fi funcția 
R(t, y) cu | R(t, y)| < p(t) pentru | y| <€ pi [o p(s) ds < y și oricare 
ar fi yacu (wl < 8, să rezulte |y (t; to, y) |« e pentru i > tọ, unde 
Y (t5 to, Yo) este soluția sistemului (8). 

TEOREMA 1.8'. Dacă soluția banală a sistemului (1) este uniform 
asimptotic stabilă, atunci ea este stabilă în raport cu perturbații permanente 
mărginite în medie. Sînt presupuse îndeplinite aceleași condiţii ca în 
teorema 1.8. 

Demonstraţie. Fie V (t, x) ca în demonstraţia teoremei 1.8. Consi- 
derăm o soluţie y(t; to, Yo) a sistemului (8) t€ [to, t] si soluţia 
æ (t; 7, y (75 to, Yo)) a sistemului (1) Vom avea 

Vir+h, y (s E hits, yo) — Vis +h, o(r+h; v, Y(T; tos Yo))] < 
<M|y(r+h; to, yo) — alt hs y (95 tos Y0))|, 
dacă |y (7; to, Yo) | este suficient de mic. 

Putem scrie 

y (Th; to; Yo) (TH hs T, 9 (v5 to, y9)) =Y(T Fh; tos Yo) —Y (5 tos Yo) — 


— [T(T+h; *, 4 (v5 tos 99) — Y(T; to, 99)] = 


Th T+h 
=( Ars o, 9) de A fin ai zi tos solar 
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Rezultă 
|V [7 +h, y (x +h; tos y9)] — V [c +h, s(t +h; z, 9 (95 to, Yo) |< 


T+h 
«ar 19g (t; to, Yo) —f [t5 x(t; t, y(25t9,99))]| dt. 


T 


De aici se capátá 


maple A ARIEL 
h-0+ h 
« M |y(z; to, Yo) — JT, Y(T; tos Malll <M etc 


dacă | y(t; to, Yo) l « e. 
Deducem mai departe 


lim sup Vit+h, y(t +h; to, yo)] — V Us Y(t; to, gell < 
h>0+ h 


jmp GUCE R tor WIE V EE 2 ap Eto AN 


h0 + h 
+ lim pap Sam (tth; t, y(t; 2 y9))) — V [r, 9 (5 to, yo)] < 
h0 + ù 


« M e(x) —e(ly(r; to, Yo) l) 
Integrínd de la i, la t se capătă 


V [t, y(t; tos 99] — V (to, Yo) < M | dE e(19 (15 to, Yo) |) dr (*) 


e lo 


Fie acum e >0, T—0. Alegem 3<b”1 n (9) şi 


to+T 
n «min fee E a(s)) CHE Fie || < 3, ( (s) ds < y. 
+ lo 

Arătăm că |y (t; to, Yo)| <e pentru t> to. 

Presupunem că n-ar fi aşa; atunci există t; >œ tọ astfel ca 
1y(t; ; to, Yo) | ><. Rezultă că există to< ta < t, astfel ca | y (t2; to, Yo)! = 
= e și |y (t; to, Mall < e pentru ty < t — t. 

Avem 


a(s) =a(ly (ta; to, Yo) 1) € V [ta, Yllas tos Yo)] = H" (tg) 


V* (to) = V [to, val bel <T alo) 
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Rezultă cá există t, t4 < t, astfel ca V* (t4) = ele gi 
V* (t) ate) pentru t, < t «t. 
Rezultă, pentru t < t < t, că avem 
1 A 
e 4er (t) = V [t, y(t; to, Vol &b(Ig(t; to, Yo) |) 
deci 
f1 
Ly (65 tos Yo) | >b (E a (e) , 
deci 
2f 
e(1g (t; to, n)» e|: TI «9. 


Din t < t, rezultă |y (£;t4, Yo)| < e, deci putem aplica formula 
(*) si deducem 


ta 
V Iess Y lta5 lo, Yo)]< Y [ts Y (ts; to; ai + MÀ e (7) dr — 
«ta 


ta 
ei e(19(5 tos Yo) 1) dr < 


ta 


o | 


-t 1 
a(c)d- MV sde — (ty t) e |o 5 ao]. 
b 2 


Fie (m — 1) T < t, — t4 < mT ; rezultă 


to +mT 
| CHE p(r)dr <mn. 
la ts 
Dar 
m —1 Zh — ty) 
, ES T 2 3) 
deci 
1 
m < — (t — t3) + 1, 
T 
deci 
M (1) dr < (t — tg) + mh ZI PII — ta) + y 
E T 2 3 H M 9 2 3 . 


Rezultá 


V Uta, Yltas to, Malle 


+ (t — ta) le p^ E ell Se |n (5 ale) | 


a(s) + M n+ 


elt 
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deci 


1 
V tz, y (55 tos Yo)l <—a(e) + M y. 


b2 


Dar q< za) deci in definitiv V [&, y(t; ta, wl < ale). 


Rezultă 


a(ly(ta5 tos Yo) 1) < V [t5,9 (t2; tos Yo)] < ale), 


deci Tut: to, Yo) | < e, ceea ce contrazice alegerea lui t,. 

Teorema este demonstratá. 

O variantá putin diferitá a aceluiagi tip de stabilitate, bazatá tot 
pe ideea considerării unor perturbatii care pot fi în unele momente mari 
dar sînt mici în medie, a fost definită de Ivo Vrkoé care a numit-o stabi- 
litate integrală. 

DEFINIȚIE. Vom spune că soluţia banală a sistemului (1) este in- 
tegral stabilă dacă există Au > 0 şi funcția B(5) > 0 definită E 
0 — < 8, (pe care o presupunem monotonă şi continuă) cu lim B (5) = 


astfel ca | yg | < 9 şi NE SUD. |El, y)| dt < 5 să implice (att SC? yo) | < 


< B(9) pentru t > to, y (; T Yo) fiind soluţie a sistemului (8). 

Este ugor de văzut că această definiție este echivalentă cu urmă- 
toarea 

Soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă dacă pentru orice 


e > 0 există 3, > 0 și 8, > 0 astfel încât | y, | < 91$ Le mp | R(t, y) | dt < èz 


să implice | y (t; loy yg) | < s pentru t > to; dacă Wan Sum = min (8, 3,) 
şi B (ò) ca inversá a funcţiei 5 (e) cádem peste prima definiţie, iar 
prima definiție implică pe a doua cu 0, = Be, 

Soluţia banală a sistemului (1) se numește asimptotic integral stabilă 
dacă e integral stabilă şi în plus există funcțiile T(S, e) și y( ù, e) astfel ca lyo <ò, 
n UD R(t, y) | dt <y(8, e), t> to + T(8, e) sá implice | y (t5 to, Yo) | «e. 

to |v| « (9) 
ý n cele ce urmează vom pune în evidență o serie de condiții echiva- 
lente cu stabilitatea integrală, respectiv stabilitatea integrală asimptotică. 

1) Soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă dacă şi numai 
dacă există 8, > 0 si B (5) definită pe (0, Al B (è) > O, A B (8) =0, 


astfel ca oricare ar fi funcţia q (t) continuă cu C | o (t) as < 5 soluția 
to 


y(t; to, Yo) a sistemului 


Ee 
EP Ft, y) + e(t) (10) 


cu |Yy,| < 8 să verifice inegalitatea |y (t; to, Hall B (5) pentru t > tə- 
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Demonstraţie. E suficient să arătăm că dacă proprietatea din enunţ 
are loc, soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă. Fie R (t, y) 
astfel ca 
Y sup R(t, y)| dt < 9, 


o LS BO) 


unde B (5) e ales pe baza proprietăţii din enunţ. Fie y, cu |y,| < è 
şi soluţia y (t; to, Yo) a sistemului (8). Dacă nu am avea pentru toti 
t > to inegalitatea Iy(t; to, Yo)l <B(5)ar exista un prim punct t, > to 
astfel ca | y (în ; to , Yo) = B (9). Pentru t€ [to, ti] luăm e (t) — E (t, y (t; to ,Yo)) ; 
avem 


ta t A 
(oola h IEG am tos SN sup P y) dt 3. 
«bo e to ON 
Prelungim pe ọ (t) continuu pe toată semiaxa t> tọ astfel ca 
IN o (t) | di < 8; pentru aceasta e suficient sá luăm t, > t, astfel ca t, — t, < 
to 


2(3 — (led) 


| 9 (t) | +1 
pe [t,, to] şi nulă pentru zt, 
Fie acum z(t; lo yo) soluţia sistemului (10) cu e (t) ales ca mai sus. 


Din |y, |< 3 si , 1e (t) | dt < 3 rezultă et: to, Yo) | < B(9) pentru 
t >to deci |2(t; to, "ail B (3). Dar pe [to; ti], z(t; tos yo) = 


=y (t; to, Yo), deci | y (S5 to, Yo) | <B (ù) ceea ce este contradictoriu. 
2) Solutia banală a sistemului (1) este asimptotic integral stabilă dacă 


și numai dacă e integral stabilă şi în plus există T (5, e) > 0 şi y (8, e) > 0 de- 


, să punem 9o (t) = 0, şi să luăm pe ọ (t) liniară 


finite pe (0, 39), e > 0 astfel ca oricare ar fi (t) continuă cu | | (t) | dt < 


«Y(3, €), 1yol <È și t>t+T(9, e) să rezulte | y (t; e Yo) | < € 
y (t; to, Yo) fiind soluţia sistemului (10). 

Demonstraţie. Din nou e suficient să arătăm că cererea din enunţ 
implică stabilitatea integrală asimptotică. Dacă nu ar fi așa ar exista 
9 < 8, şi e” > 0 astfel încît oricare ar fi T > 0 şi y > 0 sá existe y, cu 
Iyo| «9, R(t, y) ca | sup |R(t, ail dt c y şi t > ty + T astfel ca 


to Joie B(5) 


|y (5; d yo) | > E”, y (t, ; to, Yo) Hind soluţia sistemului E Fie T(9', £’), 
Y(9', e”) EE pe baza proprietátii din enunț, Yo, E (t, y) ŞI t, co- 
respunzátoare pe baza ipotezei rationamentului prin absurd. Fie (t) = 
= R (t, y(t; to, Yo)) pentru t€ Its 4]; avem 


D d D 
Ui ema Ur ën. ans to, aire sup RG iate 
te to We äi 


ut 


«V sup LR(, y) dt <y(9, el 


to lv! < B(8) 
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Ca în cazul precedent prelungim continuu pe e (t) pe toată axa cu 
păstrarea acestei inegalităţi şi luăm soluţia 2 (t; t4, yg) a sistemului (10) 


cu q(t) astfel ales. Din L | e(t) dt <y(S”, e), lyol<ă si t t + 


+ T(5, e”) rezultă | 2(t, ; to, ys. Dar pe [i, t,] avem z (t; to, Yo) = 
= y (t; tos Yo), deci |y (ti; tos Yo) | <<” ceéa ce este contradictoriu. 

3) Soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă dacă si numai 
dacă pentru orice 0 < è < 9, există B (8) > 0, lim B(3) = 0 (monotonă și 


continuă), astfel ca oricare ar fi y(t) cu dead continuă pe Lia, ti] cu 
ly (to)| < 9, e 19 (t) —f(t, y(t))| dt < 8, sd rezulte | y(t)] < B(5) pentru 
tE Io: tul. 


Demonstratie. Sá presupunem solutia banalá integral stabilá si fie 
B(8) construit conform proprietăţii de stabilitate integrală, y(t) ca în 
enunţ. Fie ọ(t) continuă pentru t> t, astfel ea e(t) = y (t) —f(t, y (t)) 


pe [to 4], » | o (£) | dí <ò ; asemenea funcţie se construieşte ca la punctul 1). 


Considerăm sistemul (10) cu o (t) astfel ales şi soluţia z(t; to, y Dall, 

Conform celor stabilite la punctul 1) rezultă |2(t; to, y (0) | < B(6) 
pentru t > tọ şi cum pe [t,, t,] avem z(t; to, y (t) = y (t), rezultă 
(y (t) | « B(8) pe [to, t]. 

Fie acum B (5) ca in enunţ $i ol continuă pentru t > t, cu 
C | e (£)| dí < 5. Solutia y (t ; to, Yo) CU | yo | < Ò a sistemului (10) verifică pentru 


orice t, condiţia din enunţ, deci pentru orice t > t, avem | y (t; to, o) | < 


< B(83) pe D t,], deci conditia de la punctul 1) e indeplinità si solutia 
banalá a sistemului (1) e integral stabilá. 
Propri tat a 3) aratá cá “notiunea de stabilitate integrală definită de 
Ivo Vrkoč este echivalentă cu noțiunea de stabilitate tare definită de 
Okamura şi reluată recent de Kyuzo Hayashi. 
4) Solutia banală a sistemului (1) este asimptotic integral stabilă dacă 
şi numai dacă e integral stabilă si în plus pentru orice 0 « 8 < 9,, E — 0, 
exisiă 1'(5, e) > 0, (9, e) >0 cu proprietatea cà pentru oroare y (t) cu 


derivată continuă pe [t,, til, t, > ty +T și astfel ca |y(t,) | «3, 3 y (t) — 
— f(t, v (t) | dt < (3, e) rezultă |y(i)i <€ pe [to + T, LL 

e Presupunem solutia banalá a sistemului (1) asimp- 
totic integral stabilá şi fie T (8, e), Y (3, e) ca la punctul 2) y(t) ca in 
enunţ. Definim pentru t > t, funcția ọ(t) punind ott = y (t) — f(t, y (t)) 
pentru t « t «t, şi cerind y | o (t) | di < y(5, e). 

Jto 

Considerăm soluţia z(t; to, Y (tp)) a sistemului (10). Rezultă 
(Lett: to, Y(t) | <£: pentru t>t + T şi eum pe [t, t] avem 
2(85t0, Y (all =y (t), rezultă | y(t)| < e pe [to + T, ti]. 

Reciproc, fie T(93, e) si y(3, e) ea în enunţ și ọ(t) continuă cu 


IM o (t) | dt <y(5, e); atunci solutia y(t; to, Yo) a sistemului (10) cu 
to 
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| yo | <Ò verifică pentru orice t, > t condiţia din enunţ, deci |y (t; tos Yo) | < 
<e pentru t> t + T 
LEMĂ. Dacă V (t, x) are proprietăţile : 
1°. V (t, x) e continuă; 
2°. | V(t, x) — V (t, 2,)| < M |o — £| pentru | x,| < 87; 
go lim sup V [Lt zd h, x(t + h; lo» al PE V [t, o (t; to £o) ] 
h0 + h 
« Q [v(t; to; Gell 
unde x(t; to, £o) e soluția sistemului (1) iar O e continuă, atunci 


< 


t 6 
V am & V (y, 909) - MÍ 190) mam ace (y (1)) dt 
d to 
pentru orice funcţie y (t) cu derivată continuă pe [t,, t]. 
Demonstraţie. Fie c € [t t]; considerăm soluţia zx(t; t, y (r)) a 
sistemului (1). Avem 


IV[z--h, y(s -h)] Viv oh, (tth; z, y(t) < M ly (7 + h) — 
T+h 


SEITEN 


1 THR. 1 T+h | 
= Ma | on f rtis y) at 
deci 
im sup Es YAMI V[s th ste Eh; Y o 
h-0 4 h 
« MIg(x) —flv, 9 (9)1I. 
Rezultá 
im sup EIS Th yG E91—V[s at o 
h>+0+ h 
lim sup Y LEE äis LA Vith, ah m at, 
h+0+ h 
+ pe sup VEEM gG Bi s yt) ar 
h+0+ 


«MiyG) —flr5 90)]I + (y (7)). 


Integrind, se capătă inegalitatea din enunţ. 

LEMĂ. Dacă există o funcție continuă V (t, x) definită pentru 
t>0, |x| < 8, cu proprietățile: 

1°. V(t, 7) >a(|2|), V(t, 0)=0; 

2. |V(t, z) —V(t, 2) | <M|v%,— xl; 
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3. lim sup V[t-- h, x(t+h; to, 2,)] — V [t, a(t; to, %)] < 
! h>0+ h 
<yg(t) V [t, a(t; to, all 
ol g (t) dt <oo, g(t) 290, x(t; tq, v) soluție a sistemului (1), atunci 


soluția banală a sistemului (1) este integral stabilă. 
Demonstraţie. Avem ca în lema precedentă 


lim sup Y LEE» ye thl- YIs yol o 


h+0+ h 
<Ml|y(r) —f[r, Y (11 +g) Y [r, viel 


De aici se capătă prin integrare 
v g (D dt 
to 


V [t, y (t)] < V Dia: y (to)]e + 


y 2 EE Lena . 
+ Me” \ e ly (7) —f E 9 (0)]1 dr. 


«to 


Dacá 
oo D 
ya) S a at s ët —fts vC de «3, 


Wi , tg 
rezultá 
a(ly (t) 1) « V [t, y(0)] < Me 3 + Me 3 —2Me* 8, 
deci 
|y (t) | <a 1(2Me ò) = B(9). 


Pe baza proprietátii 3) rezultá stabilitatea integralá. 

LEMA. Dacă există V (t, c) definită pentru t>0, |x| < 9, cu 
proprietăţile : 

a) V(t, 2) za(Iz]) V (t, 0)=0; 

b) | V (t, ai — V (t, 2| < M |o — 2; 


c) lim sup V[t+h, ehr to, 2)]—V [t c(t; ty, all Z 
h+0+ h 


< —C(| x(t; to; Lp) |), atunci soluţia banală a sistemului (1) este asimptotic 
integral stabilá. 

Demonstratie. Pe baza lemei precedente solutia banalá a sistemului (1) 
e integral stabilă. Pentru c > 0 alegem y, > 0 astfel încât dacă |y (t) | < y, 


s ly (t) —f [6 v(0]| dt < y, sá rezulte |y(t)| <€ pentru t,<t< ty; 


asemenea y, există pe baza proprietăţii 3), anume y, = B”*(e). Luám 
M (83 + Y) 
l 


apoi y = min (8, yı), l = e(yı), T(8, e) = . Fie y(t) cu de- 
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zivată continuă pe De îl, >t + T( e) ly(t)1 <3, [i 190 — 
— TI, y (t)]| dt < y. Dacă am avea |y(t)| > y pe [t,, to + T], atunci 
ZER d 
V [to + T, y(t. + DI< V Ito; y (6)] + n| Iy (0 —f [t, y (t)]| dt — 
to 


+T 
-V eyi) de < M3 + My — To 
dë 
ceea ce e contradictoriu. 
Rezultă cá există rE[to, to + T] astfel ca |y(r)| < y < x. 
Cum 


d 
VIFOI0 sace O- veniat rm 


rezultă conform alegerii lui y, cá |y (t)| < e pentru t <t<t,, deci în 
orice caz pe [te + T, t,]. Conform proprietăţii 4) rezultă imediat stabi- 
litatea asimptoticá integralá. 

Din aceastá lemá rezultá imediat : 

TEOREMA 1.8". Dacă soluția banală a sistemului (1) este uniform 
asimptotic stabilă ea este şi integral asimptotic stabilă. 


Am văzut în acest paragraf că stabilitatea asimptotică uniformă 
implică stabilitatea în raport cu perturbații permanente, stabilitatea în 
raport cu perturbații permanente mărginite în medie, stabilitatea asimpto- 
tică integrală. În încheierea acestui paragraf vom arăta cá ea se conservă 
şi în cazul unor perturbații permanente care însă tind către zero cînd 
t — oo. Pentru aceasta vom avea nevoie de o lemă, cu interes în sine, 
care dă o slăbire a condiţiilor din teorema 1.5. 

LEMA. Presupunem că există o funcţie V (t, Œ) cu proprietăţile: 

L a(t, | y]) « V(t, 7) « b(Iml) 

22 lim sup V[t 4- h, z(t4- h; t, 2)]—VIt, o] « 

h-04- h 
unde b(r) e continuă, monoton crescătoare, b(0) = 0, tar a(t, r), c(t,r) 
sînt continue si astfel încât pentru orice pereche 0 < a Sf <H există 
9 (a, B) 2 0, k(a, B) > 0 astfel încît a(t, r) > k(u, B), c(t, r) > k(u, B) 
pentru a <r « B, t>0 (a, B). Atunci soluția banală a sistemului (1) 
este uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. Fie e > 0, 0, = 0 (e, e), kı = k (£, e). Avem a (t, e) > kı 
pentru £20, Fie (e) <b”*[k(e, eil Vom avea V (t, z) >a(t, | |) > 
> k, dacă |x| = s, t >0,, si V(t, £) « b(Im]) Sh, dacă | v| <n (e). 

Fie 0, = 0[n,(<), e]. Atunci pentru t > 0,, mue Pe e vom avea 
€ (t, r) > 0. 

Fie acum 0 = max (0,, 0,) si n(<) ales astfel încît |x,| < y si 
0 «t, <0 să implice | x(t; to, Zo | < m pentru tb < t< 0. Alegerea 
lui (s) este posibilă pe baza lemei 0,7, conform căreia avem 


— c(t, | ol) 


IL. 
(ælt; tos 2o) «lale? < | 2) le”. 
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Condiţia |z,| < «(s) e-*?'9 implică |z(t; to, £o) | my pentru 
to <t < 0, deci putem lua y(<) = 1 (e)e 4*?'?. Dacă || < n(c) vom 
avea in particular | x(0; to, Zull < n, pentru 0 < t, < 0. 

Dacă există t > 0 astfel ca | æ(t; to, Pall > e, există t, > 0 astfel 
ea It: to, Zo) | = £ şi |æ(t; to, full Ce pentru 0 «t — t. 

Deoarece t > 0 > 0,801| 2 (t; to, full = e, rezultă 


V [t,, 2 (ti; to, 2] > kı; 
pe de altá parte, 
V [0, 2 (05 ty, full < f. 


Rezultă că va exista 0 < t, < t, astfel ca V [t2, æ (155 to, ll = Ke 
gi V [t,x (t; to, Pall 2 kı, pentru t <t < t. Rezultă deci | æ (t,;t., all m. 
Din y, < |2 (t2; to; 20)| < € $11 > 0 > 0, rezultác (t,, |£ (155 to, 20) 1) > 0, 
deci 


A A E e o A A EE 


h-90+ h 


< — € [tz, |æ (ta; to, zo) |] « 0. 
Dar din 


V IG $ (t2; to, 29)] = kı, V [t Œ (t; to, 2,)] > kı pentru t, < t, 
rezultá 


lim sup V [ta + h, $ (ta + h;to, 201 — V [t,, $ (tz; to, all >0 
h-)0-- 


Am obţinut o contradicţie, deci |æ (t; to, full < € pentru toti 
t> 0 dacă |z] < n (s). Cum pentru tọ <t< 0 avem |o (t; tg, Pall < 
< m (s) < e, rezultă cá |z| < n (e) implică |æ (t; to; £o)| << pentru 
toti t > to. 

Pentru ty > 0 şi |x|] < yn < yn, rezultă V (to, £o) < kı. Dacă există 
t > tọ astfel ca |x (t; to, fall >e, atunci există t, > tọ > 0 astfel ca 
jæ (ti; tos To) | = esi |x (t; to, 2o)] < e pentru t « t < t. 

Din ti, 0 rezultă Y [t,, € (în; to; all > k,. Mai departe demon- 
stratia decurge ca mai sus şi rezultă şi in acest caz |æ (t; to, Pull < e 
pentru t > fa 

În definitiv, oricare ar fi tẹ dacă || < y (s) rezultă 


|æ (t; to, all < e pentru t > to- 


Fie acum h > 0, n (h) găsit ca mai sus, 0 < 3< yn (h), y (8) ca 
mai sus. Alegem 0, = 9 (7, h), k, = k (n, h), €, = b (h) C, = inf e (t, r} 


9, |C 
pentru 0<t<0,,19 <r<h, q, = Cat ulCal T(83) = 0, + T,. De- 
monstrám cá dacă |zx,|< n(h), există tEl[to, to + T] astfel ca 
| 2(t ; to 29) | < y. Dacă nu ar fi asa, am avea y < |æ (t; to, zo) | < h (căci 


am ales pe z, cu |z,| < n (h)) deci c(t, |æ (t; to; o)l) > C, pentru 
to <t<0, si c(t |x (t;t,, 2) 1) > kı pentru 0, «Ct « t, + T. Notám 
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V* (1) =V [t, æ (t; to, 2p)]. Avem V* (t, + T)—V* (tp) = V* (to + T) — 
— V* (0,) + V* (0,) — V* (to) <— kı T + 0, | Cal, 


deci V* (ty + T) < V* (to) — kı T, + 0,|1C21 < b (h) — kı T, + 0,|C,| = 
= Ci — k, T, +0,|C,| =0, ceea ce contrazice faptul cá 


V* (ty + T) > a (ty + T, | æ (to + Esta 20) 1) > k > 0. 


Rezultă cá există t' € [to, to + T] astfel ea |z(t'; tos Pull <N, 
deci |x (t;t', x(t; to; 2,))| < 9 pentru t > t deci in orice caz 


jæ (t; to 2) | < è dacă [2,1 < n (h), t> to + T (3). 
Cu aceasta stabilitatea asimptotică uniformă a soluției banale a. 
sistemului e dovedită. 
TEOREMA 1.8'". Dacă soluția banală a sistemului (1) este uniform asimp- 
totic stabilă si dacă R(t, 0) =0, lim R(t, 1) =0 uniform în raport 
t — e 


cu x pentru |x| < ao, tar R este lipschitziană, atunci soluţia banală a sis- 
temului (8) este uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. Considerăm aceeaşi funcție V (t, x) ca în teorema 
1.8. Prin ipoteză |R (t, x)| < (t), unde € (t) — 0 cînd £— co şi 
poate fi aleasá monoton descrescátoare. Aceleagi calcule ca in teorema. 
1.8 conduc la 


io mn UA 


h+0+ h 


< —c (ly |) + M9 (t). 


Notám e (t, r) ein — M 0 (t). Fie 0 < a < B < h, k (a, B) = T e (a). 
Din lim O (/) — 0 rezultă cá există 0 (a, B) > 0 


tœ 


avem O (1) < Zeg (x). Rezultă că dacă a <r < B, t > 0 (a, B), avem 


astfel ca pentru t > 0 să 


e (t, r) > e (a) — 0 (a) > k (a, B). 


Sînt verificate condiţiile din lemá gi teorema 1.8”” rezultă astfel 
demonstrată. 


$ 9. SISTEME LINIARE CU COEFICIENTI PERIODICI 


Vom studia acum unele probleme de stabilitate pentru sistemele 
liniare. Începem cu sistemele liniare cu coeficienţi periodici. 
Fundamentală în teoria sistemelor liniare cu coeficienți periodici 
este următoarea teoremă : 
TEOREMA 1.9. Fiind dat sistemul 
dr 


q 4 (05, Ant 0) = 400), 
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există o matrice P (t), periodică de perioadă «w, nesingulară, astfel încât 
schimbarea de variabile x — P (t) y să transforme sistemul într-un sistem 
liniar cu coeficienți constan]. 

Demonstraţie. Ca pentru orice sistem periodic, o dată cu z (t) este 
soluţie şi x (t + «). De aici rezultă pentru sistemele liniare 


x(t F 038, 2) = T (t; to, £ (to + 038, all = 
= C (t; to) æ (to + 58, yo) — C (t5 to) € (to + 038) £o. 
Dar 
€ (t + 038, 2) = C (t + o; 8) Zo. 

Rezultă C(t+ 0; 8) =C (t; to) € (ty + 5 8) 
Luind aici s = t + o, obţinem 

C (t -F 0; ty + 0) =C (t; to). 
Luind t = 0, s = 0, obţinem 

C(t+ 0,0) =C(t; 0) C(o; 0). 
Notind C (t;0) = U (t) această relaţie devine 

U (t + 0) = U (t) U (o). 


Matricea U («) joacă un rol esențial în teoria sistemelor liniare cu 
coeficienți periodici; ea se numegte matrice de monodromie a sistemului. 
Matricea U (œ) este nesingulará, căci pentru orice t, tọ matricea C (t; to) 
este inversabilă. Rezultă că putem găsi o matrice B astfel ca U (w) = 
= e"9 *. Punem prin definiție 


P (t) = Diech: 


E 


*) Într-adevăr, pentru orice matrice nesingulará A putem găsi o matrice B astfel ca 
eB = A Pentru a arăta aceasta sá presupunem mai întîi cá A are forma normală Jordan; A = 


S 0 1 0 
1 PRU E: 
= NS Jy = M (Er + —— Za), An Æ 0 căci A este nesingulară, Ze =| ^5 Mj |, z% = 
`J; Àk e KÉ k 
z 
k 


— 


l 
co A 
. k v . e . . . * 
= 0. Seria y (— 1) Tu zm are un număr finit de termeni nenuli, deci converge. Punem, prin 
l=1 


definitie, 


oo l 
In E + x^ = Y yt Zele) ` 
A e) l 
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P (t) este derivabilă gi nesingulará o dată cu U (t) şi e- 7. Sá arătăm cáP (t) 
este periodică. Avem P (t + o) =U (t4-o)e-?t**» =U(i)U(u)e Poeti — 
= U (t) e- * = P (t) >). 


Prin calcul formal se aratá cá 


1 
e i = Ex + —— Zr; 
Àk 
pentru aceasta se observă că se fac aceleaşi calcule ca în identitatea 


2 2 2 
TTT E DE LT ee 


x? 


unde seria | x — +... | are de data aceasta un număr finit de termeni nenuli. Fie acum 


1 
By = (In Ax) Ex + In Lo x^ . 
k 


M 


Avem 


1 
et = GE ee gd 
Àk 


şi dacă luăm 


yom avea 


O 
=] 
Il 
ee 
o 
e 
Be 
O 
o 
ce 
SN” 
ll 


J. 
EN | = A. 
« J, 


Dacă A este acum o matrice nesingulará oarecare, există T astfel ca T-1 AT — A, unde A 
este jordanianá ; pe baza celor de mai sus există o matrice B astfel ca e8 = A. Atunci 


È 1 “e ~ — 
Te? T=T KEE B? 4+... + o) T-1= 
n 


1 ~ 1 ~ 1 ~ Sri 
=E + — (TBT-X--——(TBT-3354...-—— (T B TAY A a el ET 
11 2! n! 
deci luind B = T B T-1 vom avea eB = A. 
") Am folosit relatia 
e Pto e Bn e Bt. 


„această relaţie rezultă imediat din înmulţirea seriilor corespunzătoare, ca în cazul scalar. Obser- 
văm că relaţia 


mu e în general valabilă ; ea este însă valabilă dacă matricile A şi B sînt permutabile, adică dacă 
AB = BA. 
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Să facem acum schimbarea de variabile x = P (t) y. Avem < (t; æ) = 
= U (t) 2, = P (t) et æ = P (t) y (t; 2). 
Rezultă cá 


y (t; £o) = e't £o 
deci 


» E T = Bea, = By (t; £o), 


deci y (t; x,) este soluția sistemului liniar cu coeficienți constanti 


Teorema este demonstrată. 
Să observăm că din această teoremă rezultă structura soluțiilor 
sistemelor cu coeficienți periodici. Avem într-adevăr 


æ (t; to, £o) = P (t) y (t; to, 2o) = P (t) eb gy. 
De aici se deduce că întreaga comportare a soluțiilor unui sistem 
liniar cu coeficienți periodici va depinde de valorile proprii ale matricii B. 


Dar aceste valori proprii sînt de forma — In p,, unde p, sînt valorile 
€) 


proprii ale matricii de monodromie U («)*"*). Putem astfel formula 
următoarea teoremă : 

TEOREMA 1.10. Dacă valorile proprii ale matricii de monodromie se 
găsesc în cercul |z| <1 iar valorile proprii situate pe |z| = 1 corespund 
unor celule jordaniene unidimensionale, atunci soluția banală a sistemului 
este uniform stabilă. Dacă valorile proprii ale matricii de monodromie se 
găsesc în |z| < 1 soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă. 


Demonstraţie. Dacă |p| <1 rezultă Re Žin e, < 0; dacă |p, | = 
€ 


= 1 rezultă Re A în p, = 0, deci valorile proprii ale matricii B au părţi 
€) 


reale negative sau nule, iar cele cu párti reale nule corespund unor celule 
jordaniene unidimensionale. Tinind seama de structura solutiilor siste- 


*) În general, dacă B este construită ca în nota de la pagina precedentă se vede cá ma- 


= SS 1 
tricea B, are valorile proprii egale cu In Az, deoarece In g + n . are toti termenii si- 
k 
tuati deasupra diagonalei principale. Deoarece 


B = [5 ^e | , 
A B, 


rezultá cá valorile proprii ale lui B sint In Aus, a În Ae, Cum B = T B T— rezultă că si valo- 
rile proprii ale lui B vor fi tot In 24,..., In As. 
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melor liniare cu coeficienţi constanti rezultă |est— | < M pentru t > t,- 
Dar atunci 


|C (t5 t) « | P (t)| | era] 
rezultă uniform mărginită, căci P (t) fiind periodică si continuă este 
sigur mărginită. Dacă |o,| < 1, rezultă că valorile proprii ale matricii 
B au părţi reale negative, deci 
| eBt—to | < Ke-*t=to, 
de unde rezultă o evaluare analogă pentru |C (t; to) |. 
Sá observăm că dacă există o valoare proprie a matricii de mono- 


dromie situată in |z| > 1, atunci soluţia banală a sistemului este sigur 
nestabilá. 


Să dám o demonstraţie teoremei 1.10 care nu foloseşte teorema 
1.9. Din relatia 


U (t+ 0) = U(t) U (0) 
rezultă 
U (t + ko) = U(t) [U (eil, 


Deoarece pentru un t> 0 oarecare există m natural astfel încît 
(m — 1) o « t < mo, rezultă 


U (t) = U (1) [U (0)]">, 
unde 0 <t < oc. Cum U este continuă, rezultă 
IU (H) | <M | (U (o), 


deci proprietățile de mărginire ale matricii U (t) vor depinde de com- 
portarea șirului [U (o)]*. Dacă pentru orice k > 0 acest sir este măr- 


ginit, atunci U (t) este mărginită pentru t > 0 si are loc stabilitatea. 
Dacă 


|(U (o) | < gcu q <1, 


rezultă 
lim [U (9)]* = 
k- co 
deci 
lim U (t) = 0 


t-> oo 
şi are loc stabilitatea asimptotică. Dar, dacă T este matricea care aduce 
pe U (w) la forma normală Jordan, avem 


T— U (o) T -U,U(a)-TU T, [U(o)k = TUrT-. 


Rezultă că proprietăţile de márginire ale sirului [U (w)]* sînt iden- 
tice cu cele ale sirului Ur. Dar 


deci 
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deci proprietăţile de márginire ale şirului U^ vor depinde de cele ale şi- 
rurilor Ji. Dar J} au pe diagonala principală numerele o; iar deasupra 
diagonalei puteri mai mici ale lui e, Rezultă de aici că necesar pentru 
ca [U (co) să fie mărginit este ca girurile {pf} să fie mărginite, deci ca 
pentru valorile proprii p, să avem Tel < 1. Dacă Tel = 1 şi celula jorda- 
nianá corespunzătoare nu e unidimensională, în matricea J; apar termeni 
de forma k pi care atunci cînd k—-oo devin oricît de mari, deci ma- 


tricea J; nu este mărginită. Rezultă că necesar si suficient pentru ca 

[U (0) să formeze un şir mărginit este ca valorile proprii o, să fie 

în |z| <1 iar cele pentru care |p,| = 1 să corespundă unor celule jorda- 

niene unidimensionale. Dacă |p,| < 1, atunci lim př = 0 gi se vede că 
k— co 


lim [U (wo) = 0. Teorema este astfel demonstrată. 
k— oo 


Valorile proprii p; ale matricii de monodromie se numese multipli- 
catorii sistemului. Denumirea se justifică prin următoarea proprietate. 
PROPOZIȚIE. Necesar și suficient ca să existe o soluţie a sistemului pen- 
tru care x(t + o) = p x(t) este ca p să fie o valoare proprie a matricii 
U (o). 
Demonstraţie. Orice soluţie x (t) se poate scrie sub forma 
x (t) = U (t) x (0). 
Condiția 
x (t + e) = pọ æ (t) 
se scrie deci 
U (t + 0) x (0) = p U (t) x (0). 
Dar 
U (t+ 0) = U(t) U (0) 
deci 
U (t) U (o) x (0) = e U (t) x (0). 


Deoarece U (t) este nesingulară, condiția devine 
U (0) x (0) = p x (0) 


şi se vede cá p trebuie să fie o valoare proprie a matricii U Lol, 

Cu ajutorul teoremei 1.10 se pot obține condiții efective de stabi- 
litate pentru sistemele liniare cu coeficienții periodici. Iată cea mai sim- 
plă condiție de acest fel : 

TEOREMA 1.11. Fie C o matrice constantă ale cărei valori proprii 
au părți reale negative, A (t) o matrice periodică de perioadă c. Dacă 
Y |A (t) — C| dt este suficient de mică, soluţia banală a sistemului 

e A (t) « 
dt 


este asimptotic stabilă. 
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Demonstraţie. Dacă c(t; x9) este soluţia sistemului care pentru 
t = 0 coincide cu x, putem scrie 


Zei = € x(t; 2) + [A (t) = C] « (t5 £o), 


deci pe baza formulei variatiei constantelor 
æ (t; x) = e + | era [A (s) — C] x (s ; x) ds. 
.0 
Aceastá relatie se mai poate scrie 
U (t) a = e? a, + | ei) [A (s) — C] U (s) x, ds, 
deci 


U (t) = e + ( ect—> [A (s) — C] U (s) ds. 
e 0 


Conform ipotezelor avem 


deci 
t 
IU (t) | < Ko +A Ke» | A (s) — C || U (8) | ds. 
.0 
Notind 
l v (t) — e* | U (1) |, 
obtinem 
t 
o (t) « K + KV 14 (9) — € |o (8) ds, 
wll 
de unde 
t 
K M 14(s)—C | ds 
v (t) < Ke 
În particular 
x | 4(8)—C | de 
v (ny o) « Ke ; 
deci 
— ang + K D 14(5)—C | ds 
| U (m alle Ke 
Dacá 
fig 1 q 
A($—C|ds c-E*e9 |, ac? 
V LA (s) — € | EECHER 
rezultá 


| U (well <q <1. 
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Dar nœ este tot o perioadă a sistemului si aplicînd teorema 1.10 
rezultá stabilitatea asimptoticá uniformá. 


Avem însă, din cauza periodicitátii, 


V |4 (s) — 01 ds = m| | A (s) — C] ds, 
0 0 


deci conditia de stabilitate devine 


Y 14 (5) — 0] ds < Eo dut E 
NV K Kn, K 


Cum n, poate fi ales arbitrar de mare, rezultă că dacă 


146) — 0] ds < En 
0 K 


v 


conditia de stabilitate este asiguratá. 
Vom stabili acum o teoremă care face să intervină unele consideraţii 
mai profunde. 


TEOREMA 1.12. Dacă B (t) este o matrice periodică astfel încît ma- 
tricea de monodromie a sistemului 


dz 
— = B (t)x 
Se (t) 


are valori proprii distincte situate pe cercul unitate, iar matricea periodică 
A (t) are proprietatea că ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie a 
Sistemului 


dz 
— = A (II 
Ee (t) 


este reciprocă si în plus L ¡A (t) — B (t)| dt este suficient de mică, atunci 
0 
soluţiile sistemului 


dr 
— = A (r 
di (t) 


sînt mărginite pe toată axa. 
Demonstraţie. Fie V (t) matricea fundamentală de soluţii a sistemului 
dz 
—— = B (t) «, 
dt 
iar U (t) cea a sistemului 


Z Age V (0) = U (0) = E. 
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Avem 
UM) — A (0) U (0) = B (0 U( + [4 (0) — BOIT (9. 
Pe baza formulei variatiei constantelor rezultá 
U (t = V (t) + 1 V (t) V— (s) LA (s) — B (8)] U (s) ds. 


Matricea de monodromie V («) are prin ipoteză valori proprii dis- 
tincte situate pe cercul unitate, deci are forma normală diagonală, ele- 
mentele de pe diagonală avînd modulul 1. Rezultă de aici cá girurile 
V^(o)g V— (0), n— 1, 2, ..., sint mărginite, deci pe baza relaţiei 

V (t + 0) -V(t)V (o) 


rezultă că V (t) si V— (t) sînt mărginite. Într-adevăr, pentru t arbitrar 
există m întreg astfel încît (m — 1) w <t < m w, deci 


t — t + (m —1)o, 
unde 0 < /' < ou; rezultă 
V (t) = V (t) V [(m — 1) 0] = V (1) Y"? (0), 


deci V (t) e márginitá pe toatá axa. 
La fel, deoarece V”1 (t) este matrice de solutii pentru sistemul 
adjunct, care este tot un sistem cu coeficienti periodici, rezultá 


Vit + wm) = V(t) V (0), 
deci pentru orice t 
V-1(t) = V1 (t) Vom (o), 
ceea ce arată cá şi V^! (t) este mărginită pe toată axa. Avem 


U (0) — V () =| V (0 V (8) [4 (8) — B (8)] [U (s) — Y (9)] ds + 


t 
+À v (0) V= (5) [4 (5) — Bil V (9) ds. 
. 0 
Rezultă pentru 0 < t < o evaluarea 


Gm rie 14 (8) — B (s)| ds + 
«0 


ONE B (s)| | U (s) — V (5) | ds. 


De aici deducem 


M; N |4 (s)—B (8)]ds 


|U (o) = V (91 < M 14()—B (9 ds e 
0 
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ceea, ce arată cá dacă (° JA (s) — B (s)| ds este destul de mică, atunci ma- 
0 
tricile U (o) şi V (c) diferă oricît de puţin între ele. 
Considerăm valorile proprii ale matricii V («); conform ipotezei 


ele sînt distincte şi situate pe cercul unitate. Înconjurăm aceste valori 
proprii cu cercuri destul de mici pentru ca în fiecare cerc să se afle o singură 


valoare proprie şi cercurile să nu se intersecteze. Dacă “la (S) — B (s) | ds 
0 


este destul de mică, matricile U («) şi V («) sînt destul de apropiate 
pentru ca in fiecare asemenea cerc sá se afle o valoare proprie si 
numai una a matricii U (co). Prin ipoteză, matricea U (œw) are ecuaţia 
caracteristică reciprocă, deci o dată cu p, este valoare proprie si— ; 
Pr 
deoarece U (w) este reală, atunci este valoare proprie si SS . Valorile o, 
Pk 


gi La sint simetrice faţă de cercul unitate si dacă o, este într-un cere 
Pr 


mic cu centrul pe cercul unitate, buni este în acelaşi cerc. Dar 
în cercurile construite se află o singură valoare proprie a matricii U («), 
; . 1 GE 
deci p, si — coincid. 
Pr 

Aceasta înseamnă însă că ppp =1, deci |p,| — 1, deci valorile 
proprii ale matricii U (c) se află pe cercul unitate. Din faptul cá valorile 
proprii ale matricii V (œ) sint distincte, rezultă că si cele ale matricii 
U (o) sint distincte şi teorema este demonstrată. 

Vom stabili acum unele fapte care ne vor permite sá dám teoremei 
demonstrate un caracter mai efectiv. 

Foarte adesea în problemele de mecanică se întîlnesc sistemele ca- 
nonice de forma 

dp, | 0H dg, Zë ` 


În cazul cînd H este o formă pátraticá în variabilele p;, q, cu coefi- 
cientii funcţii de t, sistemul rezultă liniar. 


Notind P; = 2i, Qi = 9.44, H = T Y) be (t) v, v,, sistemul cano- 


nic liniar se scrie: 


dz dz, i 


en = Sr es (t) XL, > ^d cem Kë q;. 
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Notind cu H matricea {h} şi cu I matricea L E, | , unde Z, 


este matricea unitate de ordinul n, vom avea 


0...0 10...0) [h,....... ho. duse Dicha 
0...0 0 1...0 Matas Kan  Ren+1r  h2an+2.. Ba zw 
m dee Mee - 
—1 000 0 haa . An+1.n ha iuda ss sssss hai 2n 
0 —1 0 0 hon le. .... Ron n hon n1 VON Qoi Re ho hon 2n 


ħn+1.1 e e e hin hs ci ndi e e e hai, 2n 


şi se vede cá sistemul se poate scrie sub forma 


e IH (t) x. 
dt 


PROPOZIŢIE. Dacă U (t) este matricea fundamentală de soluţii cu U (0) = 
= E avem 


U*IU — I. 
Demonstrație. Avem 


ij oa p: 1 AU. 
dt dt dt 
Dar 
CU LIHU, O  — pee, 
dt 
deci 
E [U*IU]— U*H*I'IU + U'IIH U. 
Dar 
I* = — T H* > H, 
deci 
E [U*IU]— — U*HIIU -U* II HU. 


Se verificá prin ealeul direct cá 


EI 
—E. 0Jl—E, 0 0—E m 
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Rezultă 
IU U) = U*H U —U*HU —90, 


deci U*I U este o matrice constantă. Pentru t = 0, aceasta coincide 
cu ÎI, deci pentru toti t avem 


U*IU =I. 


Matricile cu proprietatea A*I A = I se numesc simplectice. 

Propoziția demonstrată afirmă deci că pentru un sistem canonic 
matricea U (t) este simplecticá pentru orice t. 

Dacă presupunem acum că H (t) este periodică de perioadă vw, 
din propoziția demonstrată rezultă că matricea de monodromie este sim- 
plecticá. 

. PROPOZIȚIE. Ecuația caracteristică a unei matrici simplectice este 
reciprocă. 

Demonstraţie. Din A*I A = I rezultă I1714*I = A^!5 dar A şi 4*au 
aceleași valori proprii, A* şi 171 A*I au aceleași valori proprii, deci 
A şi 171 A* I au aceleaşi valori proprii, deci A si A^! au aceleaşi valori 


se UI e e oo D 1 
propri. Dar dacă p, este o valoare proprie a matricii A, atunci — 


ek 
este valoare proprie a matricii A”1, deci o dată cu valoarea proprie px 


matricea simplecticá A admite si valoarea proprie SH deci ecuatia ei 
Pr 
caracteristicá este reciprocá. 

Din cele două propoziţii de mai sus rezultă următoarea  pro- 
poziție cunoscută sub numele de teorema lui Poincaré-Liapunov : 

PROPOZIŢIE. Ecuația caracteristică a matricii de monodromie a 
unui sistem canonic este reciprocă. 

Din această propoziţie rezultă în particular faptul că pentru sis- 
temele canonice cu coeficienţi periodici nu poate avea loc stabilitatea 
asimptotică deoarece dacă sistemul admite un multiplicator în interiorul 
cercului unitate, el admite numaidecít şi un multiplicator în afara cercului 
unitate (simetric cu primul). 

Pentru sistemele canonice, ca pentru toate sistemele pentru care 
ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie este reciprocă, poate 
avea loc numai mărginirea soluţiilor pe toată axa, şi anume în cazul 
cînd multiplicatorii se află pe cercul unitate si forma normală Jordan 
este diagonală. 

Vom pune acum în evidenţă încă o clasă de sisteme pentru care 
ecuația caracteristică a matricii de monodromie este reciprocă. 

PROPOZIŢIE. Dacă 


GA (—t) + A (t)G = 0, 


a=[> d 
0—E: 


unde 
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ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie a sistemului 


dr 
— = Ata 
ER (t) 


este reciprocá. 
Demonstrație. Pentru sistemele considerate are loc relaţia 


U (—t) =GU (t) G1. 
Intr-adevár, avem 
dU() A p sg. 
dt di 
= GA (t) U (t) + A (—1) U (—t) G = [G A (t) + A(—t) 6] U (t) + 
+ A (—t) [U(—0)G —GU(t0)]; dar € = Gt, 


d 
4; [GU (1) — U(—1)6]=6 


deci 
GA (t) + A (—t) G = G A (t) + A (—1)G 71 = 
= QU [A (1) G + GA (—0)G ! = 0. 
Rezultá 


Zem — U(-08] = — A(—0) [GU (t) — U (—t) G]. 


De aici se vede că matricea GU (t) — U (—1) G verifică o ecuaţie 
diferenţială liniară gi deoarece pentru t = 0 această matrice este nulă, 
ea rezultá identic nulá. Dar dacá 


GU (t) = U (—t) G 
rezultä 
U (—t) = GU (0) G^ *. 
Pentru t = o se capätă 
U (—w) = GU (oli, 
Dar 
U (—0) = [U (0)]”?. 

Rezultă că [U (w)] 1 coincide cu GU (o) G^!, deci are aceleaşi 
valori proprii ca U (œ), ceea ce arată că ecuaţia caracteristică a matricii 
U (o) este reciprocă. 

Pe baza ultimelor două propoziţii vom obţine imediat exemple 
efective de sisteme pentru care ecuaţia caracteristică a matricii de mono- 
dromie este reciprocă şi pentru care teorema 1.12 capătă un caracter foarte 
efectiv. 

PROPOZIŢIE. Considerăm sistemul de ordinul al doilea 

d?y 
di? 


+ [€ + P (1)] y = 0, 
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unde C și P sînt matrici de ordinul n. Dacă matricile C şi P sânt reale sé 
simetrice sau dacă C este reală oarecare și P (—1) = P (t), atunci ecuația 
caracteristică a matricii de monodromie este reciprocă. 
Demonstraţie. Dacă C şi P sînt reale gi simetrice, sistemul echivalent 
dy dz 
——— =z, —==[0 +P(t 
Se Ze [ HIE 
este canonic. 
Într-adevăr, matricea sistemului este de forma 


TE 
—C—P 0 


"P 


sise vede cá este egalá cu IH, unde H — , deci H e simetrică 


o dată cu C şi P. 
Dacă C e reală oarecare si P (—t) = P (t) avem 


EE am GA o = (e o) 


—C—P(—t 0 CFP 0 
4 (00=| : "i 
—C—P 0 
deci 
A (t) G 4- GA (t) — 0, 
adică 


GA (—t) + A(0) G— 0 


si propozitia e demonstratá. 
Putem acum formula : 
TEOREMA 1.12'. Considerám sistemul 


diy 
—- 4 [C -A P (0)] y — 0, 
PT [ ME 


unde 

1) C este simetrică si pozitiv definită, rar P (t) e simetrică sau C este 
reală oarecare, cu valori proprii distincte și pozitive, iar P (—t) = P (t); 
P (t) este periodică în t de perioadă w ; 


A ; T i ; 2 E 
2) dacă «o? ,..., e? sint valorile proprii ale lui C şi à = <T atunci 
1 ) n 3 Se ) 


0; b 0, SME. 

Atunci, pentru |X| suficient de mic, soluţiile sistemului sînt márgi- 
nile pe toată axa. 

Demonstraţie. Ipoteza 1) asigură că ecuaţia caracteristică a siste- 
mului este reciprocă ; pentru A = 0 se capătă sistemul 
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Fie B — C M matricea de monodromie corespunzátoare este 
et. Valorile proprii ale matricii e** sînt de forma e°, unde à, sînt 
valorile proprii ale matricii B. Aceste valori proprii sînt date de ecuaţia 


el" E, In 

—C —A E, 
Dar 

ol SR, a ] = aer : E, | = det(— € — X? E,). 
—0 —2A E, —0—33E, — ABE, 


Rezultă că —2? sint valorile proprii ale matricii C, deci —1? = oi. 
Deducem de aici că valorile proprii ale matricii B sint de forma + toj, 
deci valorile proprii ale matricii e^? sint de forma e*'^;?. Dacă o, + o Æ 


i 2mT i să : : i 
= mă, rezultă e, + 0, € ——, deci 20, w + ? 0, € 42m mi, deci va- 
€) 


lorile proprii eiio sint distincte. Sîntem astfel in condiţiile teoremei 
1.12 si deducem cá solutiile sistemului sint márginite pe toatá axa pentru 
| ^| suficient de mic. 


$ 10. CONDITIA LUI PERRON 


DEFINIȚIE, Vom spune că sistemul 


satisface condiția lui Perron dacă pentru orice funcţie continuă f (t), măr- 
ginitá pe semiaza t > 0, soluţia sistemului 


de 
di 


cu (0) =0 este mărginită pe semiaxa tO. 

TEOREMA 1.13. Dacă |A (î)| <A, și sistemul satisface condiţiei 
lui Perron, atunci soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă. 

nainte de a trece la demonstraţia teoremei vom stabili o serie de 
fapte preliminare. 

LEMA 1. Există 8 > 0 astfel încât oricare ar fi t, ty > 0 și 
|s — t9| « 9, să avem 


= A (t) x + f (t) 


1 
|X (t, 8) — X (t, to) ESCH EX (t, to) |e 
Demonstraţie. Din 
X (t, 1) = X (t, to) X (tos 8) 
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rezultá 
IX (t,s) — X (t, t) | « 1X (t, to) |l X (to s) — El. 
Dar 
X (to, 8) = Y (s, to) 
Şi 
EE = — Y (s, to) A (8), 
ds 

deci 

Y (8, Ma E -È Y (o, 4) A (c) do = E — 

JA 
A [Y (o, A — E] A (c) do ch A (c) do, 

de unde x 


IY 4) — EL «V 14 (0)1 do zÄ 1Y (4) — EIL A (9)] do 
Aa ta 


deci 
| Y (s, to) — E | <A, 9, e%%, A, = sup |A (1) |. 


Dacá 3, e suficient de mic, rezultá 
A, 8, etc < T 


si lema e demonstratá. 
CONSECINȚĂ. Există Š > 0 I ca 


zu, to) | < |X (t, s)| < Ž 1X (f, t) | dacă s — to] < ds. 


LEMA 2. Dacă | |X (t, «)| da < C pentru t > 0, există M astfel ca 
0 


|X (t, «)| « M pentru 0 Laxt. 


Demonstraţie. Dacă afirmaţia nu ar fi adevărată, există o, si t, 


astfel ca 0 <a, « t, şi |X (t,, all > n. s (() este nemárginit. “1 


adevăr, dacă t, — T, am avea LEI (tas «,)| «c eto ceea ce contrazice 


felul cum au fost definite au Sit,. Dacă (o, este nemárginit, avem 


ta n tSo 
>Í LX (ta; 0) 1 de >| Lë, «)| da 2 B LX (5,8) > 8 n 
0 


an 
ceea ce este contradictoriu. Dacá «, nu este márginit, avem 


n 


o>" E ta eda V X (ta, all da > LX D DI 


an—S 0 


ceea ce este din nou contradictoriu. Lema e demonstratá. 
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LEMA 3. Dacă sistemul satisface condiția lui Perron, atunci există 
C astfel ca 


t 
| |X (t, «)| dt < C pentru orice t 0. 


«0 


Demonstraţie. Solutia cu condiţia z (0) = 0 a sistemului neomogen. 
este dată de formula 


z (t) -(x (t, a) f («) da. 


Din condiţia lui Perron rezultă cá pentru orice funcţie continuă şi 
mărginită f definită pe t> 0, funcţia V X (t, a)f (a) da. este mărginită. 


Pentru ( fixat, considerăm operatorul U (f) care aplică spaţiul Banach 
al funcţiilor vectoriale continue f, mărginite pe semiaxa t > 0, în spa- 
tiul vectorilor numerici, definit de 


t 
U (f) =È X (t, «) f (a) da. 
.0 
Fie {t} şirul numerelor rationale pozitive, 
te 
U, (f) -V X (to 0)f (a) da. 
v0 


Deoarece pentru |f|| — e, funcția (x (t, «) f (x) da este mărginită, 
0 


rezultá 
lim sup [U, (f)]| < oo. 


Deoarece sfera ||f|| < c, este în spaţiul Banach considerat o mulţime: 
de-a doua categorie, putem apliea lema lui Banach-Steinhaus $i deducem. 
că există M cu ||U, (f)]| < M ||f|| pentru orice f din spaţiu, deci 


t 
X (6, a) f (a) da | < MISI 


Pentru ż real oarecare există un gir (/,,) de numere rationale a cărui 
limită este t. Din 


Ion, elfteldsl < M Ifi 


v 


rezultá 


rm feo de < Hu 
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pentru orice f din spaţiu. Fie v, elementele matricii X (t, «); pentru t 
fixat considerăm vectorul f* ale cărui componente f? sînt egale cu sign z,,. 
Vectorul Xf* va avea componentele 


Y Liz Sign Zu = Y | Zil. 
k k 


Fie f*"un gir de vectori, cu elementele funcţii continue tinzind 
cátre f* . Pe baza teoremei lui Lebesgue de trecere la limitá sub semnul de 
integrare, rezultà 


lim Ux (t, a) f*^ (a) da =| x (t, «) f* (a) da 


n-> œ . 0 


şi din 


H X (ta) f** (eidele A Usel 
. 0 


rezultă pentru n —> Go 


< My 


( X (t, a) f* (a) de 


deci 
t 
| Y | Tix (t, a) da < M. 
.0 k 


Deoarece aceastá relatie este adeváratá pentru orice ? rezultá cá 
existá C astfel ca 


i 
| (LEI, ail da < C 
0 


Şi lema e demonstrată. 
Demonstrația teoremei 1.13. Din lemele 2 şi 3 rezultă stabilitatea 


uniformă. Mai departe din |X (xa, t,) — M rezultă pe baza condiţiei 
lui Perron 


(x (t, a) X (a, tp) d«| < €, 


. 0 


deci 
C 
t| X (t, $)| < €, 1X (t, tp) | GER 


ceea ce arată că are loc stabilitatea asimptotică. 
Tinínd seama de lema 3 avem 


I (el X (a, to) da e IX (6 ail |X (x,t) | de < 
e 0 0 


i 
« MV IX (t, «)|dæ < MC —0, 
. 0 
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deci C, este independent de tọ. De aici rezultă că stabilitatea asimptotică 
e uniformă şi teorema e demonstrată. 
O generalizare a teoremei 1.13 datorită lui M. Reghis se obţine în felul 


următor. Fie La spaţiul funcţiilor vectoriale definite pe semiaxa t > 0 
măsurabile şi astfel ca » Ih (s) |» e% ds < oo, L; spaţiul funcţiilor pentru 
0 


care vrai sup | h(s) | e? < eo. Luind în aceste spatii normele 


$20 
( ao 1 
Ih loa = [ÎI (6) pere ds)», p € [L, 09) 

.0 

respectiv 
All. = vrai sup |h (s)| er, 
s>0 

L, şi Le devin spatii Banach, căci operatorul liniar Q : L;—.L, definit 
de Q} h = e*-?* h (s) este un izomorfism izometric între L^ si Lj, iar L 


este spatiu Banach. 
LEMA 4. Dacá 


Vu =| X (1, 8) u(s) ds 
0 


e. 


este un operator din La în Ly, atunci 
| Vu an M |lu lipa. 
Demonstraţie. Dacă ([t,) e şirul numerelor rationale pozitive şi 


t 
Vu = ek E (t£, 8) u (s) ds, 
.'0 


avem, prin ipoteză, pentru «€ L;, sup || V, (v) | < oo, deci conform 
h>1 
lemei Banach-Steinhaus || V, || < M, deci 


| Vau || <M lu loa» 
sau 


to 
ett | X (ta $) u (s) ds | < M aleet, 
.0 
de unde 


t | 
eu | X (t, s) u (s) ds| <Miullea 


0 


şi lema e demonstrată. 
TEOREMA 1.13'. Dacă există pE[1, + oo) astfel ca pentru orice 
TEL soluţia cu z (0) =0 a sistemului 
dz 


a 00 + f 
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să aparțină lui Le, a, b > 0, atunci există h > 0 astfel ca 
| X (t, to)| < he*^ et, 


pentru t> t, > 0. 
Demonstrație. Fie 8, constanta din lema 1. Definim funcţiile 


-i X (s, m8 
Um (S) = | do ? . s € [mò (m + 1)3,], |2.|=1, 
$& [m3,, (m + 1) 34], s > 0. 


Avem 4, € Lg și || "llo. < 1. Conform lemei 4, 


t — | eim +1)8 
Met > (X Gs) un (8) ds [= 8? | X (t, jj omo dia < 
Ni mi, e'*| X (s,m8,)] 


(m. 3-1) 9 ds 


1 
«S,» | X (t,mà — 2 
¿> 1X (5m) | IM TS 


1 
> ën ? A | X (t,m8,) län 67% e-endo 


căci | X (s, m89)| < pentru mă < 8$ < (m + 1) ën, 


w |% 


Rezultă 


2 


1 
|X (t, mà) | < 8? M 3,' - e™ gamba e-t, 


Fie s € [0,1] si m astfel ca m 93, <s < (m + 1) 9. Rezultă 
3 
|X (t;s) | < | X (tym òo) X (m 89,8) | < D. | X (tjm òo) | < 


3) — 
«(;) M ein 392 es eh — her e— 


şi teorema e demonstrată. 
Vom demonstra acum o teoremă datorită tot lui M. Reghis relativă, 


la existenta unei functii Liapunov pentru sistemele liniare cu proprie- 


tatea din teorema 1.13”. 
TEOREMA 1.6'". Dacă |X (t, to) | beis e^", atunci oricare ar fi 


8 < b există Hit continuă, cu proprietăţile 
T y (0, t) = 0, t > 0, 2^ | V (2,,t) Sp V (25, t) | < Lp (t) EA — Wa l, 
pentru x; € D, 33 Le |z| « V (x, t) <k (8) e«?*9 jæ], 


h—»04- 
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Demonstraţie. Se defineşte 
Y (201) =È ela (051 0) dr 
t 


Convergenta uniformă a integralei e asigurată pentru 0 < t < T, |z| <K 
datorită ipotezei ò < b. 


IV (2, t) — V (2, (ich e 


t 


| a(t; t, 2) | — |æ (T; t, £)| | dt < 


<| e æ (555,2) — 2 (555,2) | dr< È ei: | X (7,t) | dr | 7, ge | < 
t 


ai 


< L (t)| z, — z, | unde Lo = 


t 


er | X (7z, t)| dr «Ne ehr el dr = 


t 


h 


ela— hië 


Mai departe 


t 


as es | X (7, t) [dr e = L(t) |æ | = k(8)ee**t 


V (x,t) > et y 


t+a 
|æ (t; t,2)]dr > e eiert 2) deo ae ja. 
t t 


(cu aceleaşi raționamente ca în teorema 1.6”). Se vede imediat că 


V [o (t; to £o), q-V e* | («5t æ (t; tos 20)) de) 087 | 2 (T jy, To) | de 
«t 
deci 


d 
a; V [2 ty m) t =e [00 (15 lo, 2o). 


Pentru t = t, se capătă condiţia din enunţ. 

Să încheiem aceste consideraţii cu o teoremă de stabilitate după 
prima aproximaţie. 

TEOREMA 1.7'”. Dacă |X (t, ty) | < h es e—*, oricare ar fi funcţia 
® (x, t) cu | (zi) | <f(t)] x|”, loi <D, f € Lo; Uf llo. E: soluția 
€ (t; tg, 2o) a SE 


äm + 0 (x,t), 


cu | 29| suficient de mic verifică inegalitatea 


¡2 (5 ta £o) le H(h,m) e^ e* ||, t > ty >0. 
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Valoarea iniţială v, trebuie sá verifice relaţiile : 


(a) dacă a >b, m> SS p E[l, + oo] 
I 2 d 
| zo| < [2 (m —1) hm ero || flipo) || ems |o] "3, = + "d 1; 
(B) dacá a>b m= p=! 
d 
| zu | < [2 (m—1) h” email f lig ] ai: 
(y) dacá a <b, m > 1, p€ [1, + œ] 
it pod 
| zo | «& [2 (m—1) h” f aa || ee len ] Om, Lp qe 1 
(3) dacá a <b, m —1, pe[1, + oo], |a l| c D 


Demonstratie. Avem 


|a (6 to m) |< | X (ii)! pel IX (t, all © [2 (3), 7] dr, t> t > 0. 


lo 
Punind t= ty +8, T = t + 6,| æ (to + $519, Zo) | (8), € (00 = | £o | 
rezultă 
p (s) < h et ed e o (0) + y h estt etto f (to + 6) q” (0) do, 
sau j 
9 (8) < Een 9 (0) + K e-* | e f (4 + 0) gr (0) do, 
unde E 
K = ea, a>b 
h, a < D 
Dacá y (s) este definitá de ecuatia 
y (s) = K e 9 (0) + K eh V ez f (t + c) Y” (s) ds, s — 0 


. 0 
atunci 


p(s) « d (ssi "IRI Q (s) j^, Q(s) = K o" f (t + s). 


În cazurile (el, (8), (y) aceasta este o ecuaţie de tip Bernouli şi obținem 
1 


$ (s) = (d (0)].-” e(m—1) bs Geh (m—1) K e m—»5s y e- mbo f GE 0) do] m, $20. 
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Dar y (0) = K ẹ(0) si e (s) < y (s), deci 
e (s) <K es p (0) h- (m—1) K” [9 (0) V e(a—mb f (t. +0) dpt 


0 
În cazul (ei, 


8 
K=hes-, | fita + 0) emo do « IIF loo le-o llo, 
0 


gi rezultă tinind seama de evaluarea pentru |2,| 
1 
9 (s) < 9m-1 h e(a- bt, e—ts o (0), 
deci 
1 


Let: tos 29) | <He e— | 2, |, H = 2"-* A 
Celelalte cazuri se trateazá la fel. 
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128 TEORIA CALITATIVĂ A ECUATIILOR DIFERENȚIALE 
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dici a fost stabilitá de A. M. Liapunov ín [8]. Sub forma din text ea a fost 
demonstratá in [29] (vezi si [3]). Proprietátile fundamentale ale siste- 
melor liniare canonice cu coeficienti periodici au fost stabilite in [30], 
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se găsesc în [35]. 


CAPITOLUL II 


STUDIUL STABILITÁTII ABSOLUTE LA SISTEMELE NELINIARE 
DE REGLARE AUTOMATÁ 


Un sistem de reglare automatá constá din obiectul reglárii si regula- 
tor. Regulatorul are sarcina sá mentiná in obiectul reglárii o anumitá 
miscare, deci procesul reglárii constá in faptul cá regulatorul se opune 
oricáror abateri de la aceastá miscare. 

Mişcarea sistemului de reglare considerat ca un întreg este descrisă 


de un anumit sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare E = X (t, x). 


De fapt se poate intimpla sá apará gi ecuatii cu derivate partiale, ecuatii 
integro-diferentiale, sau ecuatii cu argument intirziat ; aceasta depinde de 
natura elementelor cu ajutorul cárora se realizeazá sistemul. Ín cele ce ur- 
meazá se vor considera numai sisteme a cáror miscare este descrisá de ecua- 
tii diferenţiale ordinare. Fie x = 2, (t) mişcarea pe care dorim sá o menti- 
nem. Abaterile sistemului de la aceastá miscare pot fi provocate fie de 
perturbatii instantanee, care, aga cum am mai vázut, se traduc prin modi- 
ficári ale conditiilor initiale, fie de aparitia unor perturbatii permanente. 
Practic, menţinerea mișcării dorite revine la faptul că mișcarea reală a 
sistemului se menţine în apropierea mișcării dorite. Se vede deci că pro- 
blema revine la asigurarea stabilităţii mişcării x = x, (t) în raport cu orice 
abateri ale condiţiilor initiale gi cu perturbații permanente. Asemenea sta- 
bilitate este asigurată, după cum am văzut, dacă soluţia x= zx, (t) este 
uniform asimptotic stabilă în mare. Prin urmare găsirea condiţiilor de 
stabilitate pentru sistemele de reglare automată revine la găsirea unor 
condiţii de stabilitate asimptotică în mare. Ecuațiile sistemelor de regla- 
re uzuale vor avea forme particulare speciale şi condiţiile de stabilitate 
vor trebui să fie pe de o parte efective, pe de altă parte suficient de largi 
pentru a lăsa o anumită libertate proiectantului în luarea în considerare 
şi a altor calităţi care se cer sistemului. 

Vom presupune că obiectul reglării este determinat de m coordonate 
generalizate mu... an iar regulatorul de o singură coordonată u. Mişcarea 


9 — c. 3902 
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obiectului reglárii va fi descrisá de ecuatiile SC — fe (n Te fe E) 


t 
2 
iar a regulatorului de o ecuaţie E =F (ous, Has He t). Ca întotdeauna 


în problemele de stabilitate, se formează ecuaţiile mişcării perturbate, 
reducînd problema la studiul stabilităţii soluţiei banale. 

Pentru sistemele de reglare uzuale de care ne vom ocupa, se consideră 
că ecuaţiile mișcării perturbate nu depind explicit de t, şi se mai fac în 
plus unele ipoteze simplificatoare care conduc la faptul că unele ecua- 
ţii rezultă liniare. Toate aceste ipoteze corespund unor scheme tehnice 
efective şi sînt justificate pentru clase largi de sisteme. 

Ecuațiile mişcării perturbate pentru obiectul reglării se presupun 
liniare cu coeficienţi constanti: Y, = 2 Du ms + "n, yu. Pentru u = 0 se 
capătă miscarea liberă a obiectului reglárii, fără intervenţia regulatorului. 
Ecuația organului regulator se presupune de forma 


Vu + Wu +Su=f' (o), 


unde c = 529,1; —ry iar f*(c) este o funcție neliniară despre care se 
presupune în general numai că f*(0)=0, cf*(6)> 0 pentru o 40; 
uneori se consideră funcţii mai generale cu f*(c) = 0 pentru |o| < gea 
of*(0) > 0 pentru Joel > co 

Se presupune cá a, b, p; r sînt constante. După cum se vede, în 
aceste ecuaţii singura neliniaritate este introdusă de functia f* (c). Acest 
tip de sisteme a fost în mod deosebit studiat în ultimii 15—16 ani dupe 
apariţia în 1944 a unei lucrări a lui A.I. Lurie 8i V. N. Postnikov. In 
ultima, vreme, din ce în ce mai mult se pune problema lărgirii clasei de 
sisteme considerate, atît prin introducerea mai multor organe de reglare, 
ceea ce revine la introducerea mai multor funcţii f,(0;), cit şi prin luarea 
în considerare a neliniaritátilor reale in ecuaţiile obiectului reglárii, 
ale regulatorilor sau în expresia mărimilor c, care caracterizează interac- 
tiunile dintre regulator şi obiectul reglării. În toate aceste direcţii există 
pînă acum rezultate puţine şi cu caracter de început. 

Ecuațiile de mişcare se aduc la anumite forme normale prin schim- 
bări de variabile simple. Se pune č = p ġ + q u $i ecuaţia regulatorului 
se scrie sub forma 

2. 2 
pe Lir an 


yg W, W 
2 " H tls m : 
p p p p 


— yu + Kpu [=f (0); 
P 
2 
se aleg coeficienţii p gi q astfel încît V? (4) + w (2) + S=0. Notind 
p P 


CU Pm+1 Si m+2 valorile lui 4 care se obţin ca rădăcini ale acestei ecuaţii. 


D 
se obţin pentru regulator două ecuaţii de ordinul întîi de forma : 


cese ER E = pmt E — a E +pf"(0). 
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Notind u = 7m+1 se obţine, după schimbări corespunzătoare de notații, 
un sistem de forma 


à — Y bra ma that, ES pm E+f(0), o= Y paro. (1) 


a=1 a=1 


În cazul particular cînd S = 0, ecuaţiile (1) capătă forma 


e = Y bra nha + hr E = f (o), o= X pan; 


a=1 


în cazul cînd V? = 0, după transformări simple se obţine 


de = Y Dia ha + nrp, d = — mru HL (o), o — DY pana + Pus 


a=1 


în cazul cînd, S — V? = 0, ecuaţiile (1) capătă forma 
Y = y bk, Ma + Ny py u =f (0), c =Y pu Na F Pm+1 H. 
KEN 


Aceste ecuatii au fost studiate pentru prima datá de A. I. Lurie. 
cele ce urmeazá vom aráta cum se studiazá stabilitatea pentru asemenea 
sisteme. 


81. FORMA CANONICĂ SI FUNCŢIA LIAPUNOV CORESPUNZĂTOARE 


Pentru sistemele de reglare automatá se formuleazá urmátoarea 
problemă de stabilitate. Se cere să se formuleze condiţii relative la coefi- 
cien] care intervin în sistem astfel încât soluția banală a sistemului (1) 
să fie asimptotic stabilă în mare, oricare ar fi funcția f din clasa considerată 
(of (6) > 0 pentru c +0, f (0) = 0). 

Dacă soluția banală a sistemului este asimptotic stabilă în mare pentru 
orice funcție f din clasa considerată, spunem că sistemul este absolut stabil. 

Metoda dată de A. I. Lurie în studiul stabilităţii absolute se bazează 
pe aducerea sistemului la anumite forme canonice şi pe construirea con- 
venabilă a unei funcţii Liapunov. 

Se face schimbarea de variabile z, = Y, cz get E; avem 


a=1 


=D atiy o b bae no + ha d (^n E + fiel 


a=1 


Dacă vrem ca ecuaţiile să capete forma 2, = — p,%, + f(c) trebuie 


n 
sá avem 4, = — o, Y cb ma — pt +f (c), deci coeficienţii c4 trebuie 
B=1 
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aleşi astfel încît 
n n 
( (8) (8) 
Ps Ca => y bag Ca ? Pn+1 — Ps — y ha Ca : 
a=1 a=1 


Primele ecuaţii arată cá — o, sint valori proprii ale matricii (bag). 
Dacă presupunem că matricea (bap) are formă normală diagonală, se poate 


alege matricea (cz ) nesingulará avînd drept linii un sistem liniar indepen- 
dent de vectori proprii. Ultimele ecuaţii servesc la determinarea completă 


a matricii e, deoarece vectorii proprii sînt determinati pînă la un factor 
constant. În acest fel sistemul poate fi adus la forma 


n+1 


Cr = — Pr zy + f (o), k T vss n 4- 1, o = Y Yk Ly 
k=1 
S-a notat č = fain, 


Pentru a vedea mai bine sensul transformárii si a intelege ce se 
petrece in cazul cind matricea (b.¿) nu are formá normalá diagonalá, sá 
reluám calculele notind : 


(e) — €, (bas) = B, 


E» D Els Vi 


Sistemul (1) se scrie 


= Path E = — paa E + f (o) o = (P, 1), 


unde Pi 
i " | | | | 
Du 


Schimbarea de variabile are forma x = O yn + ču. Avem 
$—OC35--Euw—C(Bn--hE) Eu — C Bq ++ (Ch —gaw)&- f(o)u. 


Dar 
n = Oi (x — č u) = Ot æ — ë Ct u, 
deci 
$ = CBO- x — [((CBC^! + pri Eju — Ch] č + f (c) u. 


Forma canonică se obține cerînd ca CBC ! să aibă forma normală 
Jordan şi în plus 
(CBC-1 + Pn+1 E) u — Ch = Q. 


Fie C, astfel încît C, BC, ! are formă normală Jordan, si fie T o ma- 


trice de forma 
T 1 
d 
| T. 
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unde T, au aceleaşi dimensiuni ca celulele din forma normală a matricii 
B si sînt de forma 


Q1 Az....Q, 

O a... 

0 Q0 ....ad,-2 . 
> 

0 0....a, 

0 0....4 


rezultă, notind C = TC» relaţia 
CBO! = TC, BO, T= TJT'1—J, 


unde J este forma normalá Jordan a matricii B, (deoarece se verificá 
prin calcul direct că T, e permutabilá cu celula jordanianá J, corespun- 
zátoare). Alegind pe C de forma TC, ultima ecuaţie se serie 


(J + pa E) — TO, h 


şi reprezintă un sistem de n ecuaţii pentru cele n necunoscute pe care le 
introduce matricea T. În general acest sistem admite soluţii nenule gi 
astfel se ajunge la forma canonică dorită. 

Alături de sistemele de forma 


yn — bra Na + hy E, pe — Pn41 E ]- f (0), 


intr-o serie de probleme apare necesitatea considerárii unor sisteme de 
forma generalá 


în = Y Dia mo + Me (0), o = X pens. 


Aceastá formá generalá contine pe cea precedentá ca un caz parti- 
cular, cum se observă imediat dacă notăm cu č una oarecare dintre coor- 
donatele ha. Cu notatiile matriciale de mai sus sistemul se scrie 
7 —Bn--hf(c) Facem schimbarea de variabile x = Oo şi obţinem 
& = C ġà = CB + Ohf(o) deci *=CBC"1x + Chf (0). Alegem pe C 
astfel încît 0CBC-1 să aibă forma normală Jordan şi in plus Ch = u. 

Formele canonice astfel obţinute sînt convenabile în cazul cînd 
matricea B are valori proprii cu părţi reale negative, aşa cum se va vedea 
cînd vom construi funcţia Liapunov corespunzătoare ; acestea sînt siste- 
mele așa-numite propriu stabile. În celelalte cazuri se folosesc alte forme 
canonice, asupra cărora nu ne vom mai opri. 

Vom considera deci un sistem de forma 


n+1 


E, = — py 2, + f (o), k=1,..., n +1, o = Y Yir- (2) 
k-1 
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Derivînd ultima relaţie din (2) se capătă 


n+1 n+1 


n+1 
e = 2 Ye Ty da Ye (— ex Xa +T (o)) => 2 B, 2, — rf (o). 


Vom presupune că o,,..., o, sînt reale şi pozitive, iar P.y1,---Pn+1 
vor fi presupuse două cîte două complex conjugate si cu părţi reale pozitive. 


Constantele y,,. .., Ys, 8,,..., B, VOL fi reale, iar Y,+1,.--Yn+1) Berto. - 
B, +1 vor fi două cîte două complex conjugate. Vom considera soluţii ale 
sistemului astfel încît z,,..., x, sint reale, iar 2,,,,..., Paza două cite 
două complex conjugate. Toate aceste considerente revin la ipoteza că 
necunoscutele şi coeficienţii în sistemul iniţial erau reale, iar elementele 
complexe se introduc ca rezultat al schimbării de variabilă care a adus 
sistemul la forma canonică. Pentru a clarifica aceste chestiuni vom face 
cîteva consideraţii generale. Vom spune că un vector are proprietatea P 
dacă primele lui s componente sînt reale, iar celelalte, în ordine, sînt două 
câte două complex conjugate. Vom spune că o matrice pătratică nesingulará 
are proprietatea P dacă are primele s linii reale si următoarele, în ordine, 
două cîte două complex conjugate. 


PROPOZITIA 1. Dacă o matrice are proprietatea P, matricea formată 
din liniile reale şi din părţile reale $$ cele imaginare ale liniilor complexe 
este nesingulară. 

Demonstraţie. Fie D determinantul matricii date, iar A determinantul 
matricii formate cu liniile reale şi cu părţile reale şi cele imaginare ale 
liniilor complexe. Avem 


du e o o Ain 
D m Oe i e o 9 Den — 
D 13 + v Ca BS Dori + M Ce +1.n 
ba — 4 C13 see Ostin “7 l Cs+i.n 
e . . . . . . . o . . . . . . . e) 
| dau bas Qin 
"- OQ, " e e e Asn SEE 
bitia +? Csia +» D aas F 16 i 
¿+1,1 ae 2 s+1,n | 
91 d Ain 
1 a a 
(1-8) sl : s-a "en 
= 2 Bau HÈ Carra «> Ostin F Lenia 17 


s+1,1 SC 8+1.n 
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411 $ Ain 
ns) As * Asn zi 
= (2 1 Cs+1.1 Cs+i.m = (2 2) A 
s+1,1 s+1.n 


si se vede că A Æ 0 o dată cu D. 


Vom spune că o funcţie vectorială Y (y) are proprietatea P dacă atunci 
cînd vectorul y are proprietatea P, vectorul Y(y) are proprietatea P. 

PROPOZITIA 2. Fie A o matrice cu proprietatea P, iar x un vector real. 
Atunci vectorul y = Ax are proprietatea P. Reciproc, dacă A este nesingu- 
lară şi y are proprietatea P, atunci x este real. 

Demonstraţie. Prima afirmaţie se vede imediat, deoarece primele 8 
elemente ale lui y rezultă din compunerea liniilor reale ale lui A cu ele- 
mentele reale ale lui z, iar ultimele prin compunerea liniilor complex con- 
jugate ale lui A cu elementele reale ale lui z. Pentru a demonstra a doua 
afirmaţie fie 


R 
A = ESA p -—u-- iv. 
U — iV 
Avem 
Ru + à Ro 
Ag =| Uu rea ra]. 
Uu + Vo + à(Uo — Vu), 


Condiţia ca Ax să aibă proprietatea P conduce la Ro = 0, Vo = 0, Uv = 0. 
R 


Dar dacă det A 40, rezultă, pe baza propoziției 1, zi d + 0 deci 
V 


v=0, deci x este real. 


PROPOZITIA 3. Fie = = X (1) un sistem real. Prin schimbarea de 
variabile y = Ax, unde A este o matrice nesingulará cu proprietatea P, se 


obține sistemul Y = Y (y), unde Y(y), are proprietatea P. 


Demonstraţie. Avem 


dy dz = 
ps a AN — AX (4719 = Y (y). 
di di (x) ( y) (y) 


Dacă y are proprietatea P, pe baza propoziției 2 A”! y este real, deci 
A(A”! y) este real, deci AX (A^! y) are proprietatea P. 
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Intorcíndu-ne la sistemele de ecuaţii diferenţiale studiate, sá obser- 
vám că liniile matricii C cu care s-a făcut schimbarea de variabile pentru 
aducerea la forma canonică erau vectori proprii ai matricii B ; valorilor 
proprii reale le corespund vectori proprii reali, deci linii reale, valorilor 
proprii complex conjugate le corespund vectori proprii complex conju- 
gati, deci linii două cîte două complex conjugate. Rezultă că matricea 
C a transformării avea proprietatea P, deci sistemul obţinut este ca în 
propoziţia 3. Dacă la sistemul iniţial interesau, cum este firesc, numai 
soluţiile reale, la sistemul transformat vor interesa numai soluţiile cu 
proprietatea P. 


PROPOZITIA 4. Considerăm sistemul Y = Y(y) unde Y(y) are pro- 


prietatea P. Dacă y, are proprietatea P, atunci y(t;y,) are proprietatea 
P pentru orice t. 

Demonstraţie. Pornind de la y, construim şirul de aproximatii succe- 
sive : 


Visa (t) = Yo + M (y, (0) dt. 
0 


Dacă y, (t) are proprietatea P, atunci Y (y,(t)) are proprietatea P 
şi se vede cá y,,, (t) are proprietatea P. 
Solutia y (t;y) este dată de lim y, (t) şi se vede că ea va avea proprie- 
k- oo 


tatea P. 

Tinind seama de aceasta, vom putea apliea metoda functiei lui 
Liapunov cerind ca funetia V sá aibá proprietatea corespunzátoare numai 
pentru vectori cu proprietatea P ; atunci ea va avea proprietăţile cerute 
de-a lungul tuturor soluţiilor din familia M a soluţiilor cu proprietatea P, 
deci vom obţine concluzii de stabilitate în raport cu soluţiile din această 
mulţime, singurele care corespund iib ad! reale ale sistemului initial. 


j 9i 
Considerám forma pátraticà P — 3 —3— q, m, unde a, ...,a, 


Se? Pi 
sint reale, iar celelalte, douá cite douá comples e conjugate. 


Avem 


1 B e (i? pl dt, 
e; + ei “0 


deci 


Lo e ao 
—(e; + ot 
F= Ya «| e A H dt z, 2, =| 
0 


d «0 


E e °k | di. 


Dacá x este un vector cu proprietatea P, atunci pentru k — 1,.. 
..,8, a, ae "kl este real, iar pentru celelalte valori ale lui k, a, 1, e-*x' 
sint douá cite douá complex conjugate, deci suma lor este realá ; rezultá 


y —p,,t y . . . 
că 2 a, 1, e * este reală pentru orice vector x cu proprietatea P, deci F 
este reală şi pozitivă pentru orice vector z cu proprietatea P. 
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Pe de altă parte, V a, a e ^' — 0 pentru orice t, dacă şi numai 
k 


dacă x, = 0 pentru orice k. Rezultă că F este o formă pătratică pozitiv 
definitá pentru orice vector cu proprietatea P. 
Fie acum 


o => Y A; a + Ci Dea bast... + Cr, n 2,,,, unde A;, C, sint 
i—1 
reale si pozitive. Pentru orice vector z cu proprietatea P, forma O ia 
valori reale şi pozitive; O = 0 dacă gi numai dacă x = 0. 
cele ce urmeazá vom presupune indeplinitá conditia 


lim | (0) de = oo 


lel co 
si vom alege functia 


V = +F +È ne do. 


Se vede imediat că această funcție ia valori reale gi pozitive pentru 
orice z cu proprietatea P şi cá V = 0 dacă si numai dacă x = 0, c = 0. 
Sá calculám derivata lui V în virtutea sistemului. Avem 
dy 
de - Y 4, Ly [— Pr €, +f (0)] + Ca Toral — Para Zara HS (6 


+ Ci £il — Pasa Cirat flo) +... + y- 2 (2; (—p 2; +$(0)) + 
ik men Pk 


Hale m + f(9)) ftl Ys Be 2, — r f (0) | 
k=1 
Dar 
=(Y = 2 
CH a, 2; E. =(2 a, 2,)?, ero (n + a) i 
deci 


: 2 
—— = — y Pk A, Tk — C, (Ps+1 Sp Ps+2) Y $41 Ugyg — 
k=1 


AS SEN e s (On + 021) Ln Patt — 


(Ea sl — [Vr flo) — 2 Ve f(o) E n 


IE a, Y |n 

k=1 i=1 Pr + Hi 
n+1-8 Së nl d. 

+ f (6) y |o. + Bita + 2 Vr As+a + 2 Asta y PME 
Ge i=1 Para F Pi 


138 TEORIA CALITATIVA A ECUATIILOR DIFERENTIALE 


Pentru uniformitatea scrierii am introdus notatia 


E A cues 


2 rezultă negativ definită dacă avem 


A, + B 4-2 fra, +2 a, Y = 0, (k = 1, , 8) 
i=1 Pr S ei 
a n+1 a: 
Cs + Pres + 2 Vr asta + 2 asta Y) > = 0, (a=1,...,n—8+1). 
=1 Pk F Pi 
Dacă aceste condiții sînt îndeplinite, 
dV _ d 
SE A ma VE 
di SE Pr Ax Ur 


WE C, (0,41 | Ps+2) V, 1 dra — e.. — Ceu (Pn Se 0541) Ln nii — 


n+1 = 2 
m H dr 9, + yr fe| 


Si se vede că dacă x are proprietatea P, atunci Er <0. 


Dacă luăm A,=0, 0, =0 gi nu mai introducem termenul 
— 9|/rf(c)Za,z,, obținem drept condiție de stabilitate existența unui 
vector cu proprietatea P care să verifice ecuațiile 


n+1 
Be + 2 ay A. = 0, (k =1,2,...,Nn +1). 
i=1 Pk F ei 


Aceste conditii sint mai simple, dar mai restrictive. 
Putem obtine usor conditii necesare ca ecuatiile de mai sus sá admitá 


soluţii. Prin adunarea ecuaţiilor se capătă 


a. d 
ZE h — 
y i Ett i 
deci 
GË a, e **' )*dt— 0, 
.0 
deci 


n+1 


Y BO, 
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Ínmultind fiecare ecuaţie cu p, și adunind se capătă, 


9 Pe Ai Oy ` Be Pr + Pr 4; ey Pili Ak — 
cid E dd parse uu cb 
= Y, Br pr + X ai ar = 3 Br pr + + (5 a) =0 
deci i,k 


Y Pr Be « 0. 
7 


Impártind fiecare T cu p, si adunînd se capătă 


rni) aep A 


DD ik Ok Pi Ox Pi 
Br (5 a 
+ Fe =0 
(een Pk Pi d D ex 
deci 
PM 
k Pk 


Să observăm că în calculele precedente noi am studiat de fapt stabi- 
litatea soluției banale a sistemului 


tr = — Pr €, + f (o), o = È Puia — r flo). 


Stabilitatea soluției banale a acestui sistem atrage evident după 
sine stabilitatea soluției banale a sistemului 


d$, = — Pk V + f (o), 6 = È Yr Dy. 

Într-adevăr, orice soluție a acestui sistem este soluţie gi pentru siste- 
mul studiat. Dacă toate soluțiile sistemului studiat tind către zero, 
același lucru va fi valabil şi pentru soluţiile celui de-al doilea sistem. 
Este însă clar că cererea de stabilitate pentru primul sistem este mai 
mult decît trebuie pentru stabilitatea celui de-al doilea. Pornind de la 
această observaţie se vede că are sens să căutăm asemenea alegere a func- 


Dei Liapunov care să permită să decidem direct asupra stabilităţii solu- 
Hei banale pentru sistemul al doilea. Să alegem 


QA, 0; 
y = k "i 


X di e 
ik ex F ei 


Obtinem 


| p (ax [— p: titi (5)] + zi; [— pr % + f(0)]) = 


A; Aj X A; Ay X 
= — Y Ge O, 0; v +| SE ropes (c) — 
a" i Dr Bata 


2 +2 A 
(Y m m) ap ox um. 
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Tinind seama că — f(c) [o — 2 y, £] = 0 putem serie 


dV — 
dt 


(am m ? — o f(o) + f(o) Clap Cu 


Presupunem cá putem alege pe a, astfel încît să fie verificate ecua- 
tiile 


Yr +20, 
eege 


Atunci 


dV 


EE 9, )? — o f (c) 


si solutia banalá rezultá stabilá. 
Sá observám cá dacá alegem A, — 0, C, — 0 in studiul fácut mai sus, 


E se poate anula pe mulţimea X a, c, + rf (c) = Oiar in ultimul caz pe 


mulţimea Za, x, = 0, o= 0. 

Pentru ca sá obtinem totusi stabilitatea asimptoticá, este necesar sá 
cerem in plus ca aceste multimi sá nu continá semitraiectorii intregi (vezi 
teorema 1.5"). 

În unele cazuri, tinind seama de diferite particularităţi ale sistemului, 
se pot obţine criterii simplificate. 

Astfel, dacă B, < 0 si p, > 0 se alege funcția 


1 n1 a: a. o 
Phy a piii o 
Se obtine 
dy _ 
— PG [ — pata +f(o)] + y — Iti [— e, 2, - f(s)] + 
dt i,j—2 Qi es 


n+1 
+ d; [— ei Xi + f(o)]) + f(c) [B, 2 + 2; B, o, — r f (c)] = B, e1 Aë __ 
Gi S hcm — n1 
-[X a) — Ur Mett —2Vr ft Y a. a + 


tfo) (8 +2 pecus rue 1 2r aja; 


şi deducem drept condiţii de stabilitate cererea ca ecuaţiile 


n+l O; e 
B, + 2a, Y, — — 4-2 Vra; «0 
j à, e; T ei 
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să aibă soluţii. În acest fel numărul ecuaţiilor s-a redus cu o unitate. 
Să presupunem acum că p, sînt reale şi distincte. Alegem 


n+1 ^6 
y ——— y d+ RU fo) do, R>0. 
k=1 .0 
Rezultá 
dv mal 


ore Y em — r Rf’ (0) + $ (1 + E B.) sfo 


Considerăm pe — E ea pe o formă pátraticá în variabilele x, si f (o) 


Diseriminantul ei este 


Q1 0 vis 0 Se 
1+kk 
A : o LERRA 
A = 
0 0 T On+1 _1+£Br4 
2 
Ol RBÉ 1-RÉ — lctRÉG „p 
2 2 2 


Forma pátraticá rezultá pozitiv definitá dacá toti o, sint pozitivi 
si în plus A > 0. Avem 


n=l n+1 


SH Pr Y tar: «Pri (1 + E Pr)? ënn, Bai: 


Condiţia A > 0 se scrie 


ar Ro PURA 


k=1 Pk 
Dacă există o constantă pozitivă R care verifică această inegalitate, 
soluția banală a sistemului rezultă absolut stabilă. 


Dacă p,,..., i sint reale şi enn ..., Pn+1 complexe alegem 
V = — PT qx + Ya Ls+a+1 F RV f (c) do 
şi obţinem mE 
E E E Pr X, — . E In T Pra ) Para aan T 


S HEB) aile Rf? ( 
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Dacă 


Lsa = Usta + $0546, Bs+a = Ps+a + $ doten Beie = Os+a + Í Tata 
rezultă 
dv 


"ai us y Pr A Dote DN, + Ora) — r E f? (c) ab 
k=1 


E y (1 d E Be) v, f (o) +2 y KIT + R (Popa Va Wes H. ll f (o). 


Am obţinut din nou o formă pătratică gi condiţia de stabilitate se 
obţine cerînd ca Re p; > 0 gi în plus un anumit determinant sá De pozitiv. 
Un procedeu general de obtinere a unor criterii simplificate a fost 
propus de I. G Malkin în 1951. Se presupune că p, sînt reale gi distincte. 
Fie 
W = — ly As La Ta 
2 ap 


o formá pátraticá negativ definitá si 


F = — y Bag La Te 
a.p 
Ap 
unde Bus = 
VP. eg 
Avem 
F © —(e« + pp)! EN m —p, t —pp t 
= Y Asl e dt 2, ëch [8 A, m, 6 **' a, ee] dt 
a, .0 .0 aL, (3 
si cum 


Y Ag V, e Pa! Lo et! >0 
a.p 
rezultá cá F este pozitiv definitá. Se alege 


V =F + ne do. 


Rezultá 
T E Ba (e, (—Pp  -- f (9) + 2, (— Pa Ta +Í (0) + 
+O [E Ben rf(0]— E Ba (Pa + e) sen 


0) Y (0, +2) Bac Y X3 — rf? (c) = 


—W-rf fi) y, | & 5 X ac Bao | as 
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Considerînd pe — ca o formă pătratică in 2,,..., Pau Si f(6), 
se obţine discriminantul 


An - . o qu P 
DER 2,n+1 1 1 

A = A on dE elen S ` 9 EE BatZ Y Ba + Bao) y 
Án+11 e e e Anu, n+1 Ii B 

T A BEE 


Deoarece W este prin construcţie negativ definită, condiţia de sta- 
bilitate se reduce la A > 0. 


$ 2. STUDIUL INTRINSEC AL SISTEMELOR DE REGLARE 


În cele de mai sus s-a studiat problema stabilităţii absolute pentru. 
sistemele de forma 


d : 
a, 49 + bf(o), o =c*y, 


unde se presupunea că matricea A are valorile proprii cu părţi reale nega - 
tive. Derivind relaţia care defineşte pe o se obţine sistemul 


d 
En = Ay + b f (c), 
2 = er Ay + c* bf (o). 


Tot la sisteme de aceastá formá se ajunge prin schimbári convena- 
bile de variabile plecind de la alte forme care intervin in teoria reglajului 
automat. Astfel, se considerá sisteme de forma 


dy 

E 3 
az 4401565 (3) 
d$ ` 
dt = f (0), 

o = €*y — rí. 


Dacá punem y — z, obtinem 


Y — As d bf (o) 


dt 
dc 
— = Cg P (4 

dt f(c), ) 
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Dacá matricea Ds __ A este nesingulară, cele două sisteme sînt echiva- 
lente din punctul de vedere al stabilităţii absolute. 

n ultimii ani, S. Lefschetz ocupindu-se de sisteme de această formă 
a pus problema în modul următor. Dacă A are valori proprii cu părţi 
reale negative, conform teoremei lui Liapunov se poate alege o matrice 
B, pozitiv definită, astfel încît 


BA + A* B = — Q, 


oricare ar fi matricea C pozitiv definită dată. 
Se construieşte apoi funcţia Liapunov 


V = (Bx, 1) + f (c) d c. 
0 
Derivata in virtutea sistemului are forma 
dV 


uu APA) e (Ba ANEA B Comes (Ba bf ter 


t f (c) (c* & — r f (0)) = — (Cx, x) + 2(Bb, 2) f (c) + (e, 2) f (e) — vf? (0). 


Considerind pe = ca formă pătratică în ~, f(c), condiția ca — E 


dt 
sá fie pozitiv definitá este ca minorii diagonali principali ai matricii 


C — —(Bb4 70) 
1 
=> (Bb + 2 Oh Y 
sá fie pozitivi. 


Deoarece prin ipotezá matricea C a fost aleasá pozitiv definitá, 
condiția se reduce la: 


C — (Bb + id c) 
1 > 0. 
— (Bb + 5 c)' r 
TA e e ; C— 0 
Prin ipoteză, det C > 0, deci det C~ > 0, deci det ia 1] — 0. 
Conditia ca — <= să fie pozitivă se poate deci serie şi 
1 


1 > 0. 
— (Bb qoe Y 
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Calculínd produsul celor doi determinanti ajungem la : 


E — Q3 (Bb + Le) 
: 2 9 
supe Ir Y 


deci r — (Bb + o) 0-1 (Bb + ze) > 0. 


Ajungem astfel la conditia r > (Bb + = c)* C? (Bb + ` 6). 


Această condiţie depinde de alegerea matricii C; vom obţine cea mai 
bună condiţie considerind minimul după toate matricile C pozitiv defi- 
nite. Calculul acestui minim în cazul general nu a fost încă făcut. S. Lef- 
schetz a considerat cazul cînd matricea A este diagonală si matricea C 
se ia tot în clasa matricilor diagonale. 


Fie l 
A = diag (— u,:..,— p,), € = diag (d,,..., d,). 
Avem 
: 1 1 
C—1 = ding (> . va] , 
rezultá 
B = diag ( a pessy Zeck 
2 Ha 2 Un 

Bb are elementele — d, be dy b; 


, Bb+ 3 c are elementele > -— + «| E 


Hr He 


C? (Bb + — e) are elementele — a CIS br + 1 2 8i conditia de stabilitate devine 


Hr k 
d, [^ A] LL. e c | 
r> e we E gees py) WÉI 
X S d, 4 H Ua + Va, 
. Pentru indicii k pentru care b,c, — 0 se poate alege d, astfel încît 
lé + FE sá fie nulá gi aceasta este alegerea care dá minimul. Pentru 
Ux k 


i d 2 
indicii k pentru care b,c, > 0 termenul ag + | e minim dacă 


— Hr d, 
be Vde ` 


c ; S c : ; Ke 
= —*. deci dacă b, d, = Cr u,, d, = SC si atunci valoarea minimá 
Ux k k 


este 
[A |] ses dg UE J = (e + pe =a. 
Pe Ce ua Ux Uk Us 
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Rezultă astiel condiţia de stabilitate 


n be 
r> y TE EE 
k=1 Hp 
unde 


Er = 0 dacá b, Ck < 0 gi Ex = 1 dacá b, Cr > 0. 
Folosind o functie Liapunov de formá modificatá introdusá de 
V. M. Popov, T. Morozan a imbunátátit aceste rezultate. 


Sá observăm mai întîi că o condiţie necesară pentru stabilitatea 
absolută este r + c* A— b > 0. Într-adevăr, dacă are loc stabilitatea abso- 


lută, atunci valorile proprii ale matricii E __ g au párti reale negative, 
căci trebuie sá fie asigurată stabilitatea asimptotică şi pentru f (c) = c. 


Dar produsul valorilor proprii este det (4 __ 9 . Avem insá 


—1 d —1 
det (6 i det KR SE / = det [os So ; = — (r+c* A7Ib), 
deci 
ret Aib = — det 4 det | = — = dot (^ i, 
c* —r det A c* —r 


Prin ipotezá matricile A gi (4. u ; au valori proprii cu párti reale 


negative. Dacă o matrice are ordinul k gi valorile ei proprii au părți 
reale negative, produsul acestor valori proprii este pozitiv cînd k e par si 
negativ cind k e impar (matricile sint presupuse reale, deci rádácinile com- 
plexe sint in numár par gi au produsul pozitiv); cum produsul valo- 
rilor propri este egal cu determinantul matricii, rezultá cá acest 
determinant e pozitiv cînd k e par şi negativ cînd k e impar. Cum 


ordinele matricilor A şi E 2 r) diferă printr-o unitate, rezultă că det A gi 


det e: m A au semne diferite, deci r + c^ A^ b > 0. 
Fie acum B ca mai înainte. Alegem funcția Liapunov de forma 


— (B S D * A—1 mE 2 
WEE 


Sá observám cá fárá a presupune că | f (c) do diverge, functia V 


indeplineste conditiile cerute pentru a fi asiguratá stabilitatea asimpto- 
ticá in mare; într-adevăr, dacă | {s| + | 6| — œo avem V— co căci pentru 
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æ = 0, lo] — co ultimul termen tinde la infinit. Derivata acestei funcții 
în virtutea sistemului este 


C —(Baa, 2) +(BY (s), 2) + (Ba, 42) + (Ba, bf (0) + 
+f (s)(0*2—rf (e)) + Apoi aa (c* A— Am Le A3 b f (c) — 


— e*a + vf (c)) (c* A æ — c) = — (Cz, 2) + 2 (Bb, 0)f(0) + 
+ (6, flo) — rf*(e) — p of (s) + p e* A2 af (o) = — (Ca, x) + 
t f(ec)(2 Bb-rFe--EpA^!e, x) — rf*(0) — pof(o). 
Lásind la o parte ultimul termen care este negativ si considerind restul 
ca pe o formá pátraticá in x, f (c), conditia ca — E sá fie pozitiv defi- 
nitá este ca minorii diagonali principali ai matricii 


/ 


C Bb+ (E --pA-)e 
(Bbo +3 (E epa e] F 


să fie pozitivi. Aceleaşi calcule ca în cazul precedent conduc la condiția 


r > M (C,p), 
unde 


M (0, p) = (30 ze > (E +pA=) d ca (30 de HL tp 4750]. 


Dacá 
min M(C,p) < —c*A-^!b, 
Oz, pe 
condiţia necesară gi suficientă de stabilitate absolută este r > — c* A^ b, 
căci dacă r + c^ A^ b > 0, atunci avem şi r > M (C, p),pentru o matrice 
€ convenabil aleasă. 
Să observăm că 
min M (0, p) < min (Bo SI 3%) o= B+ o), 
C>0, 730 C>0 2 2 
deci noua alegere a funcţiei Liapunov este mai convenabilă. 
Să observăm de asemenea că dacă 
r > j M (C, p) > —c'A^!b 
C>0,p>0 
stabilitatea absolută este asigurată. Într-adevăr, forma pătratică este 
numai semidefinitá, dar ea poate fi nulă numai pentru x = 0, c Æ 0 şi 
atunci termenul — p of (c) este strict negativ. 
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Tinind seamá de cele de mai sus, apare problema calculárii valorii 


min M (C,p). Nici acest calcul nu a fost efectuat în cazul general. Se 
C>0r>0 


pot obtine insá rezultate complete presupunind cá A este diagonalá si cáu- 
tind ca mai sus pe C in clasa matricilor diagonale. Sá luám ca mai sus 


A = diag (— 4), t > 0, C= (yy); se obţine B= (24). Putem 


: Us F us 
sCcrle 


M (C, p) = (Cu, u), u = Bb + (5 +pA-l)e, 


syo Yiz b; P Seit 


izbi tu 2 > 
Deoarece C > 0, forma pátraticá (C—u,u) este pozitiv definită, deci 
min M (C, p) 20 


€»0,»20 
valoarea nulá putind fi obtinutá numai dacá u — 0. Sá observám cá 


” bc; 
Ai Mi l 
Cînd C este o matrice diagonală, C = (diag di: 


«255.1 fs ou (A16 -2)4), 
2U4 2 Ui 2u; 2d; Ui 


Ge" A— b = — 


Rationind ca mai sus deducem 


3 ^ e, De GH — 2 €¡b;¡C; » ge De 
min M (C, p) = N (p) = y, S5 —2) e 8505 ne 
C20 ¿=1 H i=1 Pi i= 


unde Eos 0 dacá b; Ci (u; => p) < 0, 
1 dacă b; Ci (ui n p) > 0. 
Dacă 
max b;c;, < 0 
1xXixn 
sau 


max u;< min y,, 
¡El ¡EJ 


unde I = {i, 1< îi < n, bic; > 0}, J = {j, 1 <j & n, b; c; > 0) rezultă 
min M(C,p) = 0; 


C>0, p>0 
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intr-adevár, ín primul caz putem lua 
p < min H. H 
iar in al doilea 
max u; <p < min pg. 
¡El jEJ 
Se vede cá in aceste cazuri minimul este efectiv atins pe matrici diagonale. 


De asemenea, dacă min be > 0, luînd p = 0 rezultă 
Leien 


N (0)=Y%%>0 


H: 


si conditia necesará gi suficientá de stabilitate absolutá este r > N (0). 


Putem studia problema stabilității absolute căutînd funcţii Lia- 
punov de forma 


V = (Haz, a) + M (s) de, 
0 
unde H este o matrice simetrică oarecare. 


Asemenea studiu a fost făcut de V. A. Iakubovici. Derivata func- 
Dei V în virtutea sistemului este 


V = (H q, 2) + (Hx, 2) + f (o) = (H(4Az+bf(0)),2) + 
T (Hg, Ax t bf(c)) + f(c) (c'v —rf(0)) —((H A + A*H) x, at 
+ 2 (Hb,0) f (c) + (0*2) f (c) — rf? (6) = — (G x, æ) — 2 (g*v) f (6) — 
— rf? (0), 


unde am notat 
—G-—HA LA H, -g- H4 2C. 
Mai departe, 
: 3: a dE 
y - -((fe- toro a} er(pn Ze 
cáci 
1 A A SE 
— (gg x, x) — — (g «y = 0. 
r r 
Într-adevăr, y g* este matricea cu elementele g; g,, deci 


(g gx, x) este Y gig; 2, X; = (Y,gi 2)? = (g" x). 
i,j 


Rezultă că o condiție suficientă ca V să fie negativă este ca forma 


(cie) 


sá fie pozitiv definitá. 
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Această condiţie este şi necesară. Să presupunem că există x, +0 
astfel ca 


1 * 
le S S 99 20,29) <0; 
fie g'x, +0. Alegem pe à din — 


Vrf (50) + yz %y = 0, 


cu o, fixat. 
Atunci, pentru z = A fo 6 = o, vom avea r D (c) + E ye] = 0 
r 


deci V >0. Dacă g'z, — 0 se ia z = cz, + 0, c = 0 gi rezultă din nou 
V > 0. Prin urmare, dacă forma nu este pozitiv definită, nu putem avea 
V negativ definită. 

TEOREMA 2.1. Dacă există o matrice simetrică H > 0 astfel ca 


rG—gg 07 
unde — G = HA + AH, — y = Hb + ze) ,sidacá A este hurwiteiand ") 


iar r + (A b, c) > 0, atunci soluția banală a sistemului (4) este absolut 
stabilá. 

Demonstratie. Din calculele fácute piná acum rezultá cá existá 
functia 


= (Ha, 2) + È f (s) do 


a cárei derivatá in virtutea sistemului este negativá. Prin urmare stabi- 
litatea asimptoticá a solutiei banale este imediatá. Dacá | f (c) d c diverge, 


funcția V îndeplineşte condiţiile cerute pentru stabilitatea asimptotică 
în mare. Folosind condiţia r + (A— b, c) > 0 putem însă demonstra cá are 
loc stabilitatea asimptotică în mare fără ipoteza că integrala diverge. 
Pentru aceasta vom lua 
D * — 
Vi = Y + ———————— IOC A^ g o’. 
t t3 (r + € A^ b) l ) 


Funcţia V, îndeplineşte condiția cerută pentru stabilitatea in mare 


Ee EE "ATA y + cA b — 
n "T Sek £z — oc) (e Le f (6) 
dV 
E s-rfi) — — + pf (0) (6 Ge een 


+pf(o)c A~ x — p of (o). 
*) Dacă G, si G, sînt matrici simetrice, G, > G, înseamnă cà forma pătratică 
((G, — Dal x,x) este pozitiv definitá. 
*) Numim hurwitzianá o matrice ale cárei valori proprii au párti reale negative. 
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Din ipotezele teoremei rezultă că T este o formá pátraticá negativ defi- 


nitá în x gi f (c); pentru p suficient de mic si forma pátraticá ES + 


+ p f (co) c Ax este negativ definită, deci da este negativ definită. 


Teorema este demonstrată.Această teoremă a fost demonstrată pe o cale 
ocolită de V. A. Iakubovici 1). Ideia de a considera funcția V, în locul 
funcţiei V aparţine lui V. M. Popov. 

Problema practică ce se pune acum este aceea de a da condiţiei din 
enunţ o formă cit mai simplă gi mai uşor de verificat. Pentru aceasta 
observăm că această condiţie se poate scrie 


—o(4'H + HA) — (Ha + = JE HE £0>0 
Sau 


Haa: H + EE EE 


unde am pus B = ọpọ A +5 ab". Aceastá conditie poate fi privitá ca o 


ecuatie in raport cu H pentru fiecare C > 0 fixat. Conditia de stabilitate 
se poate obtine deci fie alegind pe H > 0 arbitrar gi punind conditià ca 
C > 0, fie invers, alegind pe C > 0 arbitrar gi cerind ca ecuaţia să admită 
o soluție H > 0. Vom merge pe cel de-al doilea drum gi vom încerca sá 
ajungem la conditii cit mai simple. 

LEMA 1. Dacă valorile proprii ale matricii K au părți reale nega- 
live, soluţia X a ecuaţiei bk X + XK = — C e unică și dată de formula 


e, = V ek! Ce*! dt. 


0 


Dacă C > 0, atunci X > 0. Dacă C 0, atunci X 290. Dacă C>0 
și X > 0, atunci K e hurwitziand. 
Demonstrație. Ecuația K*X + XK = — C exprimă faptul cá deri- 


vata funcţiei (Xx, x) în virtutea sistemului = = Ka este egală cu 


— (Cx,x) . Din teorema lui Liapunov rezultă că dacă matricea K e hur- 

witziană, atunci pentru orice C ecuația precedentă are soluție unică. Faptul 

că matricea X e dată de formula din enunț rezultă din teorema 1.6”. 
Într-adevăr, dacă 


y — K (Gef 7? a, ef — x) de 
A 


1) Recent, problema a fost reluată pe aceeaşi cale de către J. P. La Salle, care a demon- 
strat că dacă r > g* G | f, atunci condiţia r + c* A—! b > 0 este îndeplinită. 
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y = Y (Gef? D eE: m) ds = Le" Ce** 2,24) ds = (Xx, 2) 


0 0 


eux-V 


e*'* Qe"* ds şi = = — (Cx,x). Solutia ecuației fiind unică ea 
.0 


rezultá datá de formula din enunt. 

Faptul cá C > 0 implică X > 0 si C > 0 implică X > 0 se vede 
direct din formulă. Dacă C > 0 şi X > 0 soluţia banală a sistemului 
= — Ka este asimptotic stabilă gi matricea K e hurwitziană. 

LEMA 2. Fie 
Haa H + B' H + HB + a Lo=0, B=pA lab, unde C > 0, 
iar H e simetrică. Presupunem că există 0 « v «1 astfel încît K, = 
= p Å + vab' să fie hurwitziand. Atunci H > 0 şi K, e hurwitziand. 


pentru orice v € (0,1). 
Demonstraţie. Fie 


0, =È 0 + (uHa Hin Ha +0) 


evident C, > 0. 
Din enunţ, 


o . 1 1 1 
£0= — Ha'H — | A* gg - (ea SNE 
9 e ES | p DE ? 


= — Haa* H — e(A* H + HA) ier H + Hab") — Mr, 
Rezultá 
* * 1 * 1 * 1 * 
Ca = — Haa* H — (ea + ba ja alearga ]-i" 4- 


+ u2Haa*H +. b(Ha)* + SOA +5 bb* = (uy? — 1) Haa* H — 


—[p4* +3 (1 — u) ba] H — H [pA +3 —u) a |= 


= — (1 — y?) Haa*H — K,H — HK, 
unde am pus 


1 
v==(1 —u). 
2 Hl 


Relatia obtinutá se mai poate scrie 
K,H + HK, = — €, — (1 — u?) Haa* H. 
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Fie acum v ca în enunţ. Alegem pe y —1—2v; dacă 0 < v< 1 
rezultă |u | < 1 deci C, + (1 — u?) Haa* H > 0. Pe baza lemei 1 această 
ecuație are o soluţie H unică si H > 0. Pentru orice vé [0,1] avem 
C, + (1 — u?) Haa* H > 0 şi H > 0 deci K, rezultă hurwitzianá. 

Din această lemă rezultă în particular că dacă ecuaţia în H care exprimă 
condiția de stabilitate admite o soluţie simetrică, atunci această soluţie este 
și pozitiv definită. 

Într-adevăr, A fiind hurwitziană, K, este hurwitzianá, deci H > 0. 

Sistemul de ecuaţii care determină elementele matricii H este un 


n(n + 1) 


sistem de ecuatii de gradul doi. Vom reduce problema la con- 


ditia ca un sistem de » ecuatii de gradul doi sá aibá solutii reale. 
Definim operatorul Y = L(X) prin formula 


A*Y + YA =— X 


ceea ce este posibil deoarece pe baza lemei 1, pentru orice X formula defi- 
neste un Y şi numai unul, care e pozitiv o dată cu X. Conform lemei 1 
avem explicit 
L(X) =Í e“! Xe" gt. 
v0 
Notám 


— u = Ha + = b. 
2 
Ecuația care exprimă condiția de stabilitate se scrie 


o (A* H + HA)= xx — uu* 
gi tinind seama de definiţia lui L(X) rezultă 
1 
A On 


De aici, inmultind cu a si adáugind = eb, deducem 


1 
— pu = L (uu*)a += p (b + L (0) a) 
Notind e = L(C) a, ajungem la ecuația 
1 
L (uu*) a + pue e e 


Sá presupunem cá pentru C > 0 dat, aceastá ecuatie are o solutie 
reală u. Atunci matricea H determinată de relaţia 


1 
e H = L(uu*) T5 e L(C) 
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este simetricá, pozitiv definitá, si verificá relatia 
o (A*H + HA) = is — un”, 


deci condiția de stabilitate este îndeplinită. 

Rezultă astfel : 

TEOREMA 2.1'. Dacă A e hurwitziană, T? = o + (Ata, b) > 0 și 
dacă există C > 0 astfel încât punând c = L(C) a ecuaţia 


1 
L (uu*) a + rad o 
să admită o soluție u reală, atunci soluţia banală a sistemului este 
absolut stabilă. 
Notind U = L(uu*), T = L (C), obţinem ecuaţiile 
A*T + TA = — 0, c = Ta, A*U + UA = — uu”, 


Ua + pu + pb - e) — 0. 


Sá vedem ce devin ecuatiile in cazul cind 4 admite o formá normalá 
diagonală și valorile proprii ale lui A sînt reale. Vom nota u = (u;) U = 
= (my). Există o bază în care A este diagonală şi componentele lui a egale cu 
1 (forma canonică a lui Lurie). Ecuațiile precedente devin în această bază 


1 
— (e; t e) Ni = — UU, H Ni + pu; + y ESA 


deci 
Kéi 


1 
i + pu; + —p(0; + c;)= 0 
dx E 2 


şi se vede că ele sînt de aceeaşi formă cu cele obţinute în paragraful pre- 
cedent. 

CONSECINŢĂ. În cazul cînd a e vector propriu al matricii A sau b e 
vector propriu al matricii A*, condiția T? > 0 este necesară şi suficientă 
pentru stabilitatea absoluta. 

Demonstraţie. Fie Aa = — aa, a > 0. Din A*U + UA = — uu” 
se capătă, inmultind cu a, (A* — a I) Ua = — (u, a) u, deci Ua = 
= — (u,a) (A* — a I)! u (det (A* — a) +40 căci « > 0 gi A e hur- 
witzianá). Din aceeaşi relaţie, inmultind la stînga cu a* A* ^! gi la dreapta 
cu A !a, cápátám 

a” UA !a--a* A*^! Ua ——a*A*  uu* A^! a, 
sau 


(A^ a, Va) + (Ua, A la) = — (A lau), 
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deci 
2 (Ua, A^ !a) = — (A`! a, u)?. 
1 
Notăm C TS aaa a). Din ecuatia 
H 
SA | 
SE 
deducem 
Ua = — pu— ore) 
Rezultă 
1 - 
DONC DU 1a) = — pọ {?, 
deci 
p E2 — 2 elet — o (b +e, A"2a)=0 
deci 


ce — 2 Vo č — (b + c, A-1 a) = 0, £—l'e + Vo +(b+e, A10). 


Notînd I? = o + (b + c, A-! a) rezultă t — lo 4- T. 
Din Aa = — a a rezultă 


a = — « Ala, A^la = EEN 
X 
deci 
1 
C = Ee — (u, a), 
a | p 
deci 
(u,a) = — «le [Ve + T]. 
Din Ua = — (u,a) (A* — a I)! u rezultă acum 
1 ECT 
sepes pene [Vo + D] (4* — a D)! a, 
deci 


NM T EE, (6 9) — e|4* £y- P1 Ju. 
2 Ve 
Rezultá in definitiv 


T3 —1 
u=— Hay 1) (A* — « I) (b -- c). 
2 Ve 
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Se vede că ecuaţia in u are soluţie reală dacă şi numai dacă Fe 


real, deci I? > 0. Dar T2 = r2 + (e, A”? a). 
Avem 
A*T -- TA = — C, c= Ta, (c, A7Tlda) = (A? Ta, a); 
TA A* TA = —A* 10, A*i T.- TA! ——A*" CAII, 
deci 


(A* ! Ta, a) = — SEW a,4) = — (04 a, A ' a) <0. 


Dacă [2 > 0 pentru e suficient de mic rezultă Tr? > 0, deci există, 
soluție u reală, deci conform teoremei 2.1' are loc stabilitatea absolută. 

Sá considerăm acum cazul cînd b e vector propriu al matricii A". 
Fie (x, c) o soluţie, ¿=(b, £). Avem 


ac Ih) m O Am + (ba) ENEE 
= — p (b,x) + (b, a) f (o), 
deci 
dé do ` B 
di — p & + (b,a) f (6), ut e f (c). 
Am obţinut un sistem cun = 1, A = — 8, b = 1, iar a se înlocuiește cu 


(b,a). Relația A* T + T A= 0 devine in acest caz —28 T — — € deci 
T > 0 şi din e = T (b, a) rezultă că c are acelaşi semn cu (b,a). Relaţia. 
A*U 4+ UA = — uu* devine 


— 2 B U = — u?, u? = 2 BU, UU 


iar ecuatia fundamentalá devine 


(b, a) 


28 Cut + put -e(1 +0)=0 


Sau 


(b,a) »?--20Bvu-- eg (14-0) —-0 


Ecuația are rădăcină reală dacă gi numai dacă p? B? — o B (b, a) (1 + c) >0 
sau o B — (b, a) (1 ++<) > 0. Această condiţie este îndeplinită dacă gi 


numai dacă p — 8 (b,a) > 0 ceea ce coincide cu 1'2 > 0, căci (b, A^! a) = 


1 
( a) 3 a 
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Rezultă că dacă 1I2>0, o (t) >0 pentru orice soluţie, deci 
f (o (î)) — 0 pentru orice soluţie şi din formula 


x (t) = e“! x (0) + Y ets af [o (s)] ds 


rezultă imediat cá x (t) > 0 cînd t > co deci are loc stabilitatea absolută. 


8 3. METODA LUI V. M. POPOV 


O metodá principial nouá, bazatá pe folosirea transformatei, Fourier, 
a fost datá ín studiul stabilitátii absolute a sistemelor de reglare automatá 
de V. M. Popov. 
Metoda lui Popov conduce la rezultate în acelaşi timp mai puternice 
şi mai efective decit cele prezentate în paragrafele precedente. 
Vom considera sistemul 
d2 _ Asti bf(o, E =f (0) o=cte—yf, y>0 (5) 
dt dt 
Vom presupune, ea mai înainte, că matricea A este hurwitzianá. 
Notăm 


v (D = — e*ettb, N (i a) =| e—9 y (t) dt, G(i o) — N (i e) 4 2-- 
«0 10 
TEOREMA 2.2. Dacă există q > 0 astfel încît pentru toți w > 0 


să avem .(Qe (1-4-$ € q) G (6 o) 2 0, atunci soluția banală a sistemului 
(5) este absolut stabilă. 


Demonstraţie. Fie x (t), Et: o soluţie a sistemului (5). 


f[o(t)] pentru 0<t< T, 


Notám i= 
Fra | 0 pentru t> T. 


Definim functia 


d y (t — 


Ay (t) = — | v(t— 7) fr (7) dr — dh d, fz(*) d«— qLv (0) - v ]fs (t). 
o do di 


Pentru a vedea semnificatia acestei funcţii vom face unele calcule. 
Avem 


ZO — Aen -- flo (0). 


Pe baza formulei variaţiei constantelor rezultă 


x (t) = e# æ (0) + y eta b flo (7)] de 
“0 
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deci 
c (t) = c*e4 a (0) + | c*e4t-? b f [c (z)] dr — y E (t). 
0 
Dar c*e4'—? b = — v (t — t); notăm c*e = y* (t). 
Rezultá 
o (t) REI æ (0) — Y ef — f fei de yE (8). 
0 
De aici 
do (t)  du*(t) , Re IRU) 
SO = PEU »(0) — v(0)f tem — put flota) az y SA 
Dar 
250) — f lat), 
deci 
do(t) dyu*'(), itis M recu 
BE em Ee" dvi — le tte d e — (v(0) + y) f [ot] 


Pentru 0<t< T putem deci serie 


d c (t d u* (t dv (t 
x: EH 2(0)— V A, (5) dc — [v(0)+y1fr(t). 
Rezultá 
EEN vlt — al fr (1) de £950 — a TE Hl 50) pentra 0 ct « T 
sau 
ee 


An (t) = o(t) +4 


+ y £(t) — D (t) -- q zd A x(0) pentru 0 <t< T. 
Pentru t > T, rezultă, tinind seama de definiţia funcţiei fp (t), relaţia 
d v (t 
w=- ut ofa I foa 


Deoarece matricea A este hurwitziană, avem 
| e4| < K, e-**pentru £20, deci | v(t)| <K,e-**. 


Rezultă | Ay (t) | < K3e-** pentru t> T, deci Ae (f) admite transfor- 
mata Fourier. Fie 


L, (10) = Y e 9 Ap (t) dt, Fr (1 o)= y e 9 f, (t) d t. 
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Avem 


en T di = ey (t) 


0 


Pies do eem — $4 € N (i o) — v(0). 
0 0 


Se ştie din teoria transformatei Fourier cá dacă 
vm - fa 22085 
0 
atunci transformata Fourier a lui h este produsul transformatelor 
Fourier ale funcţiilor f şi g. Tinind seama de aceasta rezultă 
L lio) = —N (£o) Pz($o) —q[?o.N (£o) — v (0)] Bali o) — 
— 4 [v(0) + y] Frio) — — Frio) [(1 +109N (i 0) tor) 
Considerám functia 
e (T) e àr (t) fr (1) d t. 
0 


Tinind seama de felul cum au fost definite 2, şi fr rezultă 


o (2) - Ae lo (11 dt = y (start fto) ar + 


v 


+y EMS [o (1)]dt — s (t DN d eo v (0)dt = 
0 0 dt 


=| eeftecna: o ch Flo) do f : y [E2(T) — E2(0)] — 
0 (0) 


. 60 


Atrio [uo a D etmat 


1d 
2 dí 
În teoria transformatei Fourier se demonstrează următoarea formulă 
fundamentalá 

fadt z PRESTA, 

.0 TC J—o 


valabilă pentru f, și f, din L4 A L,. 
Funcţiile 2, (f) si fp (t) îndeplinesc aceste condiţii deci putem scrie 


Am folosit faptul cà f [o (î)] = zu deci č (t) f [o (t)] = E2 (t). 


o (T) = IC (Qe Lo Dei ft fal do = 
2T 


e — O 


= — E Rel +iog)N (io) +411Pr (io) Fr(— 10) do = 


== Bta d iog N Go) +ar]1Fr (60)? der 


a — 00 
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Avem 
qY —(14-ioq) 2, 
T 10 
deci 
(1 3 $04) N (6 e)--q Y—( tie N ($e) - (1 tiog-- — ÎL = 


10 
= (14509) [M(io) klen + dog) G (i œ) — Y. 
20 2 0 $ €) 


Dar |F,(2«)|? este real, deci 
Re [(1 +i o q)N (£0) - q 1| Fc (20) |2= 
=|F7 (10) | Re TOL + $64) N (£o) + qY = 


L € 


= | Pa (io) Re [a+ iege (io) - T-] - 
=|F (o) |?(ge (1 4- $ o q)G (i o) 20 


conform ipotezei din enunf. Rezultá 


p(T) «0 
Stabilim urmátoarea inegalitate 
= du* (t 
roer. SO. Ja d < E, supt 
.0 dt eisen 


Avem 


dp (t) CL. du (di), 
ES at pe [ + e pe dt= 


e du" a za u (t) du a 
== t) + t + q ——— —— |d t. 
[ (t) +9 d NT ) d d t? 
Dar 
* 2, de 
u* (t) = e*e^t, wo =¢* Aet, E — 0* A2et, 
deci 


d * 
lu*()| & |e| Ka e , | AE | «let A Itane, 


9 * 
| ERO] € lel A I e. 
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Rezultă 
NE “(+ q. l EO lanar 


*4|cl| A| K, oe ^7|$(T)| + gle| 4] K,18(0)|+ qK,12(0)| + 


|e | K, e ^ |E(T)|+ 


vanz ell A| E, (1 -- g14])e- dt<|0 E (1+glANUE(D) + 


peons 214 LE + 014 


0 


gi inegalitatea este demonstratá. 
Notind 


sup | £ (t)| <K, sup |E(t) | 
OST Ox. T 


9 (s) =È $(0)d o, 
din e (T) <0 deducem 


T 
Y c (tf [c (t)] d£ -- g 6 [c( D) ] - "i E? (T) <q 9 [c (0)] + 


1 
+ >y & (0) + K,sup| £(t)]| 2(0)|. 
2 ge te" 
Deoarece c f(c) > 0 şi (c) > 0, rezultă în particular 
1 1 
YE (T)« K, sup | £(t)|| 2(0) + g 6 [c (0)] += y £? (0). 
2 OST 2 


Cum inegalitatea a fost stabilită pentru orice T, putem scrie pentru 
de Li 


Zy ET) < Ka | eil sup |E (t) | + g D[o(0)1+ 2 y E2(0) < 
Oxi«T, 2 


« K, |2(0) | sup lë (t) 1+140 [5(0)] + E y E2(0) 
Oe Lef 2 


deci 
2 y sup Em < K, | 0(0) | sup (E) +40 [s(0)] - Ey £ (0). 
2  O«t«T Ox T 2 
Dar 
ED | E (6) 19? « ap 2? (t), 
(e Le 
deci 


> (sup |&(t) |)? — K| x(0)| sup | ¿(t)| —q0 [c(0)] — Lyg (0) « 0. 
2 0StsT dE 2 
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De aici rezultá cá 


K,| æ(0)| + yz | 2 (0) |2+ 2v| q9 [c (0)] 4- zt E2(0)| 


sup | č (t)|< 
osts7 Y 
deci 


(El <0, (I2(0)1, |$(0)]) 


ceea ce implică stabilitatea în raport cu componenta E 
Stabilim acum inegalitatea 


| e(t) | <K,|2(0)| + Kssup | &(7) l. 
Oe ret 


Avem 
x(t) = eil x(0) + | e1t—? bf [o(7)]dr =e*x(0) + J eit p WE dr= 
= eg (0) + e4*—? b E («) E (4 eta b E (7) dr = e4iz (0) + 
+ b E(t) — etb E(0) +  Aerzp t (x) «. 
Bezultá Ñ 


| æ(t)| <K,|2(0)/+]/0]sup| £()| +K,|0|sup]|8(1)] + 
0<TSE 0<TSE 


K 
+24 || b | sup | £(7)| 
K, Ox T«l 
deci în definitiv 
| c(t) | <K,|2(0)| + Kssup | &(7)|. 
(e T«l 
Tinind seama de evaluarea obtinutá pentru |¿(t)| rezultá 


|x(t)/<0oz(|x(0)1, 1£(0) 1), 


deci solutia banalá a sistemului este stabilá. 
Rámine de demonstrat cá 


lim x(t) = lim E (t) = 0. 


300 


Tot din inegalitatea fundamentală obţinută plecînd de la o (T) «0 
deducem 


| OSTs (014t « K, | (0) | sup | E() I +g ® [s (0)] +5 Y £*(9) 


deci 


( o0 fiot] die 6 (12(0)I, 1£(0)17. 
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Pe de altă parte, 


dolt) dalt) | dE() 
dt dt | dt 


c (t) = e* æ (t) — yë (t) 


= e* (Az (t) + bf [c (0]) — v fL c (0], 


deci 

|o (t) | <0, (| 2(0) 1, 12 (0) |), 
deci 

If [o (1911 <0, (| æ (0) |, | £(0)]) 
deci 


SE | æ (0) |, | £ (0). 


Rezultă lim c(t) = 0. Într-adevăr, dacă n-ar fi aga, ar exista 3 0 
t-> a 
şi un sir t, — co astfel ca | o (t,)| > 9. Se poate alege un subsir astfel ca 


A $c pet 6 
De 


Fie T > 0 dat, N(T) astfel ca n <N (T) sá implice t, < T — Kë . 
6 
Avem 
di NT) dE 
| s(0f(5()àtz Y V oofrswlat 
0 n=1 a 
Dar 


. Ò Ò 
t) — o (t,) | = |o (8,)llt — t, | < Dsl t — t, | < De -— —— 
| o (t) — o (ta) | = Tell | < 4, ES “20, 2" 
. Ò Ò A i » 
deci | o (t) | > o | (ta) | — — > —. Fie m = inf f (c). Rezultă 
2 2 — xoxo 
9. Se 
8 
Lot 
IS E 
8 2 D 


t 6 


n — 20, 


deci 


9,2 stoftst)at- N T) cm. Dar lim N(T) = co 
«0 6 +00 


ceea ce este contradictoriu. Prin urmare lim «(t) = 0. 
$00 
De aici rezultă lim f[c(t)] = 0. 
t-> 20 
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Avem insá 


| (6) 1 « Keng | 0(0)| + | K, e» | blif (s (2) | dx. 
Dar lim È eo [If [e (]] dr = 
(o0 .0 


Le [bl f [o (3)]] dz e^" |b IIF [c(0]] 


e e b e 
geg «au mu 
deci 

lim | c (t) | — 0. 
l— ao 
Din 


EI — Lea) — Lo 
Y Y 


rezultă acum 
lim č (t) = 0 
Leck 


şi teorema este demonstrată. 

Pentru a vedea cit de puternic este acest rezultat al lui V. M. Popov 
vom arăta cá dacă există o funcţie Liapunov de forma considerată 
în paragraful precedent, condiţia din teorema lui V. M. Popov e verificată. 

TEOREMA 2. 3. Dacă există o funcţie V de forma 


V —(Hz, v) —20| f(o)ăs H«0, p>0 


astfel încît pentru orice funcție f din clasa considerată derivata — în vir- 
tutea sistemului (5) este pozitiv definită, atunci există q > 0 astfel încît 
Pe(lL+iog)G(io)>0. 


Demonstraţie. Alegem f (o) = ho, c > 0. Conform ipotezei, derivata 
în virtutea sistemului (5) a funcţiei V = (Ha,z) — h Bo? trebuie să fie 
pozitiv definită. Această derivată este egală cu 

(H (Ax + bho),x) + (Hx, Ax + bho) —28ho(c* Ar + c*bho— y ho). 

Fiind dată o formă pătratică cu matrice reală pozitiv definită ( W x, x), 
dacă punem x = u + iv rezultă 
(Wa, 2) = (W (u — àv), u + to) = (Wu — ¿¡Wo, u + w) = (Wu, u) + 
+ 1(Wu, v) — +(Wo, u) + (Wo, v) = (Wu, u) + (Wo, v) > 0, 
egalitatea putind avea loc numai pentru u = 0, v = 0, deci numai pentru 
æ = 0. (Subliniem cá produsul scalar (u,v) înseamnă aici Eu; v,). 
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Deoarece este o formă pătratică pozitiv definită, rezultă, pentru 
€ gi c complecși, 
(HA 2 + Hbho,z) + (Hz, Ax + bho) — Bho(c* Ax+c*bho — y ho) — 
Bho(c*Ax+c*bho—yho)>0. 


Fie 
M (io) - V em e^! bd t. 
Avem i, 
io M(io)— |rioometoat E omo tema 
= — edt h giu A b+AM (io). 
KE 


Punem g = M (i w), o = = ; obținem 


(HA M (i w)+ Hb, M ($ o)) + (H M ( o), AM ($9) - b) — 
— Bier AM (i e) -- e*b — y) — B(c* A M ($ e) +c*b—y)> 0. 
Dar 
AM ($0) --b — —io M(ico); 
rezultá 
— éco (H M (io), M ($o)) Lief M (iw), M (£9)) — B(c^$ o M (6) — y)— 
— B(c*é o M($o)—Yy)»0 
deci 
(Qe (— B(c* 4o M (i 0) — Y) > 0. 
Sá ne amintim cá 


N (iw) = Le v(t)d t = — | ectetenibdt = — 0" en eiibdt = 
0 0 +0 


= — GT M (i o). 
Rezultá 
(Qe B($  N ($o)2-y) 5 0; 
dar am notat 
G (6 e) — N (4 o) d cte 
io 
deci am ajuns la concluzia 
Reit wG (i o) — 0. 
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Avem 
(Qe (1 4- $9 q) G (10) = (2eG (10) + q/2e$  G (4 e). 
Pentru a demonstra că există q > 0 astfel încît 
(e (1 4- 2? 9 q)G ($ o) — 0 
rămîne deci de demonstrat cá (Re G (4 ol este mărginit. 
Deoarece ` e pozitivă pentru 7—0, c = > , deducem 


—p(e*b — y) > o. 
Pe de altá parte avem relatia 
o G($ o) —?oN($o)J4- Y -i O ar y + y (0). 
0 
Dar 


sr Bad, 
dt 


deci T tinde cátre zero exponential. 


Rezultà 
lim | erf V (D y, =0; 
0 dt 


191-2 o : 


intr-adevár, integrind prin párti avem 


Vect mE eat dy (t) Du E ¿0 d Y y dt — 
0 dt 10 di lo 20 dt? 
= + ZA ei, 
$0 tu. dz? 


integrala e mărginită gi se vede că 
lim V ei dy dí —0; 
„lo di 


[co] 
Rezultá 
rad dise li dala v(0) =y —c*b>0, 
«| oo 
deci 
(Qe e G (4o) > N, >0. 
Tot de aici rezultà e m G (10) = 0, deci G (i w) este mărginită. 


[o|- 2o 

Teorema este astfel demonstratá. 

Teorema 2.3 aratá cá rezultatul lui V. M. Popov este mai puternic 
decît tot ce se poate obţine cu ajutorul funcțiilor Liapunov (cu condiţia 
ca numărul q să fie ales convenabil). 

Să arătăm acum că şi aplicarea lui în cazuri concrete revine la ope- 
ratii algebrice simple. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ 167 


Elementele matricii e4 sînt de forma (* e *, deci v (t) va fi o combi- 
natie liniará de asemenea elemente. Avem insá 


en {k e dt — ya e—A+io)t d t = — e—A+io)t t* i 4 
0 J0 A+ 10 0 
k Le 1 o—0-Ho dt. 
À Lie, 
Prin ipoteză (Re A — 0 deci 


+ 


(emo pk e—^ dt == k Y tt e—A+ io dt. 
„0 A+10 Jo 
Continuind 
ao ! 
gq Hal {k e—M qt — k eg e 
“0 (A + 10)* 

Rezultă de aici cá N (Goal este o funcţie raţională de ¿œ deci G (i œ) este o 
funcţie raţională de vu, deci l 
(1+109)4 (10)= P (£o) _ Pio) (io). 


Q (ie) dai? 


Conditia 
Rell +4 210q6(10)>0 
revine la i 
(Qe DOG eidel z0 
sau (Qe P ($ 9)Q( —2?o)2 0. 


Partea reală a produsului dintre P (1 w) Q (—1«w) este un polinom în 
w°, deci totulrevine la a căuta condiţiile ca un polinom R (x) sáfie pozi- 
tiv pentru 20; am notat v = «?, 


Sá observám cá sistemele studiate se obtin din sistemele de forma 


dy ` 

Se Ay +b8, 
dé — 

dt = ] (0), 


oc=c*y—r, 
punind y = 2. Într-adevăr, obţinem 
daz 


ap^ det MG), 


dz ` y 
Pr ) 


c —6*A^!z — [c* A 1 b + r]£, 
căci x =Ay+b8, deci y = A la — A * b&. 
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Rezultă in definitiv sistemul (5) cu y = r + cA! b. 

Consideratiile făcute mai înainte arată că y > 0 este o condiţie ne- 
cesară pentru stabilitatea absolută. Să luăm A = diag (—u,) şi să vedem 
ce devine condiţia din teorema 2.2. Avem 


* 4-1 
ee 
io 
- = - ds b, c, * A se : b, c, 
OA 1(£o9.E —A) 1b = — Y —————, CA 1b = — Y — 
ii py (p; + 0) íi [A 


Rea -- gio) = Y, (q HEGI) e gr q Y i = 


i-1 Py i-1 Py 
1 
=q b- 1 "ck Al 
T SQ 
> Dr Ci 
Notind H Us 
L(A, b, c) = max ER 
min max Y 


2 
420 o Gi Ui + o? 


condiţia de stabilitate absolută se scrie r — L(A, b, o). 
Dacá 


condiţia de stabilitate absolută se scrie r > IL (A, b, c). 
Din 


1 
= als gd 
q) _ 


2 
lolo ¿Z1 He + ei 


rezultá L(A, b, c)>0. 
Tinind seama de faptul cá 


1 1 
b, 6, C T ai e, b, lr = : 
q q 


mar —; = = 9 
o 44 D 
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unde 


UM dacă be, W; — EM 
q 


se regăsesc rezultatele din paragraful precedent. 
Pentru matrici A de ordinul al doilea, 'T. Morozan a pus în evidenţă 
cazuri cînd 


Sch dE 
L(A, b min Y: — Y”—_ Y, 
(4, pers 2 u 


Pentru a pune în evidență direcția în care trebuie continuat studiul, 
să observăm că sistemele studiate, de forma (5), sînt cazuri particulare 
ale sistemelor de forma 


dz A 
a Ele) o=p*z 


corespunzind situaţiei în care A admite o valoare proprie nulă. Într-adevăr, 
atunci A poate fi adusá la forma canonicá realá A = y o) gi siste- 


mul se serie 
dz 


s am peg Ke ` aa flo): 
Dacă a, +0, o nouă schimbare liniară de variabile conduce la forma (5). 

Putem obţine conditii de stabilitate şi in cazul în care matricea A 
este hurwilziand ; evident, acest caz este mai simplu decît cel tratat an- 
terior. Vom considera stabiitatea absolutá în clasa funcțiilor f cu proprie- 
tatea că h 93 < of (c) < hg0?, ha < k, unde h, si ha depind de funcţia f, dar k 
este acelaşi peniru înăreaga clasă. 

Fie 2 (1) o soluție oarecare a sistemului şi u (t) soluția sistemului omogen 


= = Au, u(0) = 2(0). 


| s (t) = p*z (t) 
81 
f[o(t)] pentru 0<t<T, 


f; (6) = | 0 pentru T <t. 
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Notám cu w(t) soluţia sistemului liniar neomogen 


dw 
EE w (0) = 0. (*) 
Funcția w(t) este continuă și are derivata cu discontinuitate de prima 
speță pentru t = T. 
Avem w(t) = e(t) See pentru 0 <t< T cáci dn z(t) — u (t) 


Fie 
si M 1 , dw = 
xen -À | w (t) — z Ir lt) + ge dt bm 


"e 


= NIK (0) — 7: f, (0 ge fn (bat = 


= Gi "Lf bioqe DIE 
2T 


Am notat aici cu w respectiv f, transformatele Fourier ale funcţiilor 
w respectiv fr. 
Deoarece pentru t> 7 funcția w(t) verifică sistemul omogen, rezultă 


că w gi ES descrese exponential, deci formula considerată din teoria 


transformatei Fourier se poate aplica. Din sistemul de ecuaţii (-) pentru 
w rezultá, aplicind transformata Fourier, 


i ow=A4Aw +afr , 0=—(A—iwE)laf,. 


Notám 
—(4A—ioE)!a, G=p*M 
Avem 
w=-— Mf, 
şi deci 


1 (e E ls 
xen -z- Re|—p EE Mj, fido 


-- 1 Rel + +08 fede. 
T k 


Presupunind c (Qe(1--$oQ4)9—0 deducem x ( T) < 0 


Pe de altá parte, 


T 
x 0n -À [pr 0 — tem + apr DE — pru) — ap 
0 t 


SE "ar er o(t)]dt. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ 171 


Rezultă 
NL m — tfe] e femas 
DI D u(t)+qp* == 
Din 
hic? < of (c) < h, < k 
rezultă 
-— O o ELM _ Ehe, 
ao SUE SE 
de unde 


apro 10) > E pat 


3 (x 02h, ot 


n al o? (of (c)? > 


deci 
flo) (s — fl> a et ho. 
Rezultá 
T oT) T 
ia | emata sordo «V [pruta D Arte (oat. 
0 « O (0) «0 
Notind 
F (s) =È f(s)ds, 
obtinem 
E^ E 
în | a + gE Lo (1< qF ro) + | |p" ui tapt EO | rts trgt. 
Fie c (T) — 0; pentru 0< c <o (T) avem 


cf(c)2 a?h,, 
deci 


o (T) h 
flo)>t 0, V f(0dso = (T). 


Dacă o(T) <0, pentru c (T) coc —0 avem 
of(c) 2 œh, 
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deci 


0 ha 
flo) Che, | fliojdo<hh ver — Zant 
deci 


o (T) h 
| f(c)dc > — œ (T). 
0 2 
Rezultă în toate cazurile F [c ( T)] > Lern). 
Putem scrie prin urmare inegalitatea 


1 gen) ea c? (t) dt <qF [o (0)] + 


+ [lut eant E E |f to c (1)] dt. 
Avem 


|w(t)| < Be" *'|z(0)], 


d 
Aerea. 
Din c f(c) < ha o? rezultă | f(c) | e h, |o | deci 


Mr meer T E L| te (014: < Da (em e- tdt. 


Tinínd seama de aceasta rezultá in definitiv 


g SÉ + af 02 (t dt < gF [o (0)] + La] æ (0) | sup | 5 (01. 


Din inegalitatea 


q ^L e*(T) <q P [o (0)] + Ia | 2(0) | sup | c(t) | 
Oete mn 


deducem, ca în cazul tratat mai înainte, 


Ic (t) | < «(| 2(0)]) 


şi tinind seama de formula variaţiei constantelor deducem gi 
| (æ (t) | < «a (| æ (0)|). 


De aici rezultă e < as (| 2 (0)]) şi cu aceleaşi raționamente ca în cazul 


T 
anterior, din | c? (t) dt < C rezultá lim c (£) = 0 şi Dm z (t) — 0. 
— GEI t —> ao 


0 
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Am demonstrat astfel: 
TEOREMA 2.4. Dacă matricea A e hurwtizianá şi dacă există q>0 


astfel încât Y + Re(1 + 1o0qp*(A—10E)"*1a>0, atunci oricare ar fi 


funcția f cu proprietatea că există h, și ha < k astfel ca h, o? < of (6) < 
soluția banală a sistemului este asimptotic stabilă în mare. 

Prin urmare am considerat pînă acum cazul cînd matricea A este 
hurwitziană, precum şi cazul cînd ea admite o valoare proprie nulă. De 
aceea este firesc să ne ocupăm acum de cazul cînd A are două valori pro- 
prii nule. Dacă acestor valori le corespund divizori elementari simpli, 


o transformare liniară de variabile aduce matricea A la forma Ai M gi 


ho c?, 


sistemul devine 


== 4, 2-- a f(o), € E = aa (0), D = af (0). 


Dacă unul din numerele a, z az este nul, de exemplu dacă az = 0, 
ultima ecuatie devine 
d 
dt 
si se vede cá nu putem avea stabilitate asimptoticá decit in raport cu 
mulţimea y = 0. 
Dar în acest caz sistemul devine de forma studiată anterior, cores- 
punzătoare unei rădăcini nule. Dacă a, = a4, = 0 nu putem avea sta- 
bilitate asimptotică decît în raport cu mulţimea č = 0, y 0 şi ajungem 


la cazul de mai sus. Dacă a, az + 0, luînd € = a & — — y deducem a 0 
da da 
gi din nou nu putem avea stabilitate asimptotică decît în raport cu mul- 
mea £ = 0; ajungem astfel tot la cazul unei rădăcini nule. 
n concluzie, cazul a două rădăcini nule cu divizori elementari sim- 
pli nu aduce nimic nou. 

Dimpotrivă, cazul a două rădăcini nule, cu divizori elementari de 
ordinul al doilea prezintă un interes deosebit şi a fost studiat pînă la capăt 
de V. M. Popov. 

Trecem la prezentarea acestui caz. Se presupune evideni cd rădăci- 
nile nenule au părţi reale negative. 

Fie 


= 0 


G(s) =—p*(sE — A) t!a. 
Sá observăm cá funcţia G este invariantă fatá de transformările 

liniare ale sistemului. Fie într-adevăr y = Dz. 
Avem 

dy _ pd? 

= D— = DA D'y + Da =p D 

Se SS y f(c), o =p y 

Ge M —DADy + Da f (c). 
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Noua functie 
G,(8— — p* D-! (sE — D A D-! } Da = — p* (sE — Aja 
este deci egală cu G(s). 
Pentru calculul efectiv al funcției G este util să observăm că ea este: 
soluţia sistemului 
sz = Az-—a, G (s) =p*Z. 
TEOREMA 2.5. Dacá 
(Qe 9G (o) o 
pentru toti o > 0 şi 
lim (Qe 9? G (6 o) —0, 
O ch 


soluția banală a sistemului este stabilă $n mare oricare ar fi funcţia f cw 
ocf(6)> 0 pentru c--0, 
lim | f (c) de = co. 
0-9 + ap 0 
Dacă în plus avem 
lim RetoG(1w0)>0, 


(-— 00 
atunci soluţia banală este stabilă în mare oricare ar fi funcţia f' cu of (c) > O 
pentru o £0 și 


im sup( |f (0) | + È f (0) do) = co. 


Dacă 
(Qe 1 9 G ($ o) — 0 
gi 
im (e oi (6 o) — 0 
wod 
şi dacă soluția banală este stabilă în mare, atunci ea este asimptotic stabilă 
în mare. 
Prin urmare, dacă 


(Ge iQ (iw)>0, lim (eio G (o) > 0, lim Re wG ($9) <0, 
Q- 90 Q0 


soluția banală este absolut stabilă pentru toate funcţiile f cuc f (c) > 0 pentru. 
co 4-0, 
lim sup ( |f (0)| + fiel do)=00. 
6 ech + o „0 


Dacă 
(Qe Zen G (iw) > 0si lim Re 026 (10m) — 0 
Q-0 


atunei stabilitatea absolută are loc numai în clasa funcţiilor cu 


lim dée SE 


0— zb oo E 
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Pentru demonstrație observăm că deoarece condiţiile sînt impuse: 
numai funcţiei G şi aceasta e invariantá, putem presupune sistemul adus. 
la o formă canonică convenabilă. 


Alegînd pe D astfel ca 


B 0 
ES "P 
DAD-* = ail: 
O 00 
sistemul devine 
dz d 


n — dy, 
x — Ba + Atelieen + brif lo), Z= da fo) 


d — 
o =q* g + Pn-1Yn-1 + D, . 
Calculind pe G(s) dupá procedeul indicat mai sus, gásim 
G (s) — — q* (s E — B) -1b __ De b, + Pn-1 D, i a isl D, " 
8 8 
Rezultá cá 
lim Re w? G (0) = psa D, , 
Q-0 
deci apare condiţia p,-: b,<0. 


În particular, b, +0. Putem deci efectua o nouă transformare 


1 1 
L=, n = qa os 35 -1—54—11/s Ee a = — Yn 


bn 
gi sistemul devine 


dr ` 
Ee 
dn — 

"ri 

dE 

dt f (o), 


o—q*z—«t-—n. 


Deoarece G (s) este invariantá, este suficient sá demonstrám teo- 
tema pentru sistemele de aceastá formá. Pentru asemenea sisteme avem 


G(s) =—q (sE— B) 3 b 4. 2 4 E 
$ 


g2 
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Condiţia 
lim Re wG (iw) <0 
Q-0 
8e scrie acum 
po. 
Mai departe, 
(Qe (o G. (£o)) = — Re iw q* (oE — B)*b+ a = 
=— Re q* (oE — B + B)(ioE — B)! b + a = 
= — Re q* B(4oE — B)! b+ a— qb: 
Tinind seama de faptul cá 
q* B(ioE — B)! b = q* B( — iwE — B) ( —iwE — B)! (9E — B) ! b = 
= q* B(— iwE — B) (w? E + B?)'b, 
putem scrie 
(Qe (io G (4o)) =q* B(w E + BY) *db4+0a—q*b. 
Conditia 
lim Re (10 G (¿0m)) > 0 
(co 
se scrie deci 
a—q*b>0. 


Vom stabili acum o serie de leme care reduc succesiv problema 
la unele fapte mai simple. 
LEMA 1. Pie 


gc lei +18 +19 1,0 = | Tol 159] - linol. 


Dacă pentru orice soluţie a sistemului avem |E(t) | < di(po), atunci 
avem pentru orice soluție și inegalitatea 


| (61 < da (Po) - 
Demonstratie. Pe baza formulei variatiei constantelor 


t i 
z (t) = e? ay + | enn" a bf [o (z)] de = e? ay + | ort M ná 
JO .0 T 


= ez, + b E(t) — eP'b £ (0) + | Be? t-9b £ (r)dr. 
0 


Deoarece B este hurwitzianá, avem 
(ent) < K,e ^, 07.0, 
deci 


t 
|z (t| <K,e-**p + [b ltp (9) +E] B |b dn (eo) | e K«t^? dr < Va(po)e 
0 
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LEMA 2. Dacă B > 0 sí lim | f (c) do = cosi dacă pentru orice solu- 
o — o0 Jo 


ție avem 
EOIS (e), V rode «ds (9) 


atunci pentru orice soluție avem 


e (t) < de (po) - 


Demonstraţie. Funcţiile 


Ai) =È fods, pn A foao 


e! 


sint monoton crescátoare si continue; fie 


Vs (r) = min ( d, (r) , bs (7) A. 


Din ipoteza lemei rezultá 


be (| o (0 1) < ba (oo) 


| o (t) | < Ye”? (Ya (99) = de (Po) - 
Din o—4*z—«£5— 8» si B 0 rezultă 


deci 


| (t) | —€— M 


z 


dn (Po) + — eil = = Va (Po)- 


Din | £(t) | < Y (Po); S Va (Po) ; a Va (Po) rezultă p (t) < vo (Po) 
şi lema e demonstrată. 


LEMA 3. Dacă Act a—q* b>0, lim sup(]f(0) | + rage s 
— + eo 9 


o (î) 
și dacă pentru orice soluție avem | E (t) | < d, (Po), | f (c)do-« apo), atunci 
0 


pentru orice soluţie avem o (t) < ds (po) . 
Demonstraţie. Pentru toti t pentru care 


loti «(Ial-or-I«l-- 1B Deo 
are loc gi inegalitatea 


(Tiet! sup |f (p)l. 


lulSlal+la EA 
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Arátám că pentru toti t pentru care 
Ic(t) | 2 Clal - lal] - IBI) po 


| f(o ()) | < dio (Po) » 


are loc inegalitatea 


unde 
bo (20) = La 1181 Paleo) + IPI s (eo) | 
a—q*b 
Avem 
|5(0)| =|q* %—at—Brol<(lal+lal+1BDeo5 
dacă există t, > 0 astfel ca 


Ic(t)l (lal o 1«l--181)eo; 


atunci există t, cu 0 < t, «ct, astfel ca 


2 
olt) — (t), ZER zu. 
dí 
Punctul t, este marginea inferioară a mulțimii punctelor din [0, t,] 
do? (t2) 
dt 


in care c (ta) = c(t); dacă în punctul t, avem <0, atunci există 


0<t¿<t, cu 0*(t3) <o*(t,) 8i cum 0*(0) <o? (ta) 

există 0 <t,<tz cu o (t4) = o (ta), ceea ce contrazice faptul că t, este margine 
inferioară. Existenţa lui t, rezultă din faptul că c (t) este continuă, deci 
admite proprietatea lui Darboux. Avem 


1 ast) y) SEIN gol yo Med. AEN — Sdn] 
2 dt IN" (ta) |: dt “a P at | 
= o (t5) [q* Ba (ta) + q* bf [o (t3)] — «f [o (t3)] — BE (12)], 


deci 
LO ec — (a—q* b) c (ta) f [o (£)]2- (1 1 1B] Ya (69) IBI da (ell olta) L 
Dar 
ij (ta) f [c (63) ] >0 ? 
deci 
o (ta) f [c (t2)] = [o(t2) ll f [c (t2)] | , 
deci 
e DU) <lo (ta) 1(—(a—g* b) f Es (ta)11+ all B| Ya (Po) +18 10. (09)) — 


= [|o (ta) |[—(a—g* b) |f [o (î2)]]+ lgl B |da (e9)-- IB Y (p0)1= 
= lo (t,) |[—(a«—q* b) | f Eo (t)] I+ la 11 B Ipa (e0)+1Bl V. (all, 
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Din 
do? (ta) >0 
dt 
rezultă 
an — («—4*5)|f [o (6)]1| +1q11B | Va (eo) + 18] Y, (po) > 0 
e 


BL Un (a) "Sei — bro (Po) - 


| fLo(t)]] < 


Am demonstrat astfel afirmatia fácutá mai sus. De aici rezultá 


Sup |f (x) | < max (sup IS (u) | ' duo (09) ; 


u € (0, a (t)] (a+ 1a t IB 


unde am notat [0,6 (t)] segmentul cu WA 0 si c(t) chiar dacă 
c (f) <0. Într-adevăr, dacă |c(t)| < (la!-+lal +18) eo avom Wei (el el £ ip, 
ȘI sup |f(p)! < sup IT u) | Dacă Ai ar +181) pas, cum 


€ [0,0 (0] ul<del+ la ]+]BD0 
¡s(0),<(el +1 +18) o pentru orice p eu |u|> (|q SD 
si u E[0, o (t)] există t, €[0,t] cu u = c (t), " deci If (œ) 2 (Po) . 


Din idquc dd stabilitá rezultá cá 
V f (o)do + sup | e()| Ze (Po). 
Fie 
hal) =È flo) do + sup 17(W)1, dis (0) zÄ f()ds + sup Vin) 
.0 Oxuxr .0 —rSsuso 
Avem 
y (5)do + sup |f (e) | >min (i (15 Belle 0) = du (Lo D, 


deci 
Va (| a(t) |) < bi (Po) > 
| o ( | < dis (Po). 


Mai departe, demonstratia continuá ca in lema 2. 
Tinínd seama de lemele demonstrate, prima parte a teoremei se 


reduce la obținerea evaluárilor | £ (t) | < d, (po) si A f (c) do < da (po) . 


de unde 


Pentru obţinerea acestor evaluări se folosește transformata Fourier. 
Fie 
flo(t)] 0<t<T 
t) = , 
fet) | 0 (T 


TUE * Be? 1—7 b fr (x) dr + (q*b—a) fr (t) . 
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Ca de obicei 


fr = V e 9 fr (t)dt = t e^t f [o (£)] dt- 


e 


Deoarece B este hurwitziană, există transformata Fourier a funcţiei 
q* Bet! b si această transformată este egală cu q* B (tE — B)? b. 
Pe baza teoremei asupra produsului de compozitie avem 


An = q*B (io E— By bfr + (q* b — a) fr. 


Fie 
EVEN ru = 7- V Arf 7 do — 
„O AT —oo 
St «(q* Blio E — By? b gb — a) | Ír tdo = 
2T.) 
= Sek, (Qe (i wG ($«)) (fa |?de. 

Condiţia Re (€ 9G (i «)) 2 0 conduce la y (T) « 
Avem 

Pila Mi 


( q* BeBióD bf [c (1)] dr = q* Beta, — B E (t) + Ar (t) 


pentru 0 <t<T. 
Rezultá 


vum (ES - e Bora, +B 5(0) rto (a< 0 


Avem 


| SO rteen ae (7 rae A fae: 


T 
y BE (f [o (0]dt = dp 200 a = B [E2 (T) — £9(0)] > 
- Lo Be" a, f [o ()]dt= -È € Be” a 2 = —q* Boa, E(T) + 


T 
E qB 2 E(0) + q* Bze™ x, E(t)dt>—2|g/1/B|K,| a, sup 5 (1) | — 
„0 >I 


T 
- Ela ll 312, | sup IE) | e—Xet dt > — K, po sup |E (t) |- 
ostsr 0 0SIST 
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Rezultă astfel 


aide" — BED) — Ko, amp [£01 Fordo— 
0 2 0O<<ST 


1 
— y Be» « p CP) « 0. 


Fie 
Vas (r) = max (de (7), ds (r)). 
Avem 
| Floda < dis (10(0)1)< halal +1 2141810 = V (oo 
Rezultá 


e (T) 1 
| f (o) do + — BE2(7) — K3 po sup | E(t) | — dis (po) <p (T) « O0. 
N 2 OxtxT 
SI) A 1 ] 
Cum | f(c)do 2-0 si p B> 0, rezultá inegalitatea 
0 


2 
E? (T) — 2 K; po SUP M E (t) | <p bis (po) = das (o). 


De aici, prin procedeul care a mai fost folosit, rezultă | &(t)| < d4 (po) 
pentru toti t> 0. 


Tinind seama de evaluarea obţinută pentru č (f) se deduce imediat 
din inegalitatea fundamentalá 


p flo) dc < Kapo Yoo (po) + Vas (po) = Ys (po)- 


Cu aceasta prima parte a teoremei este demonstrată. 
Demonstrația ultimei afirmații relativă la stabilitatea asimptotică 
necesită unele pregătiri. 
LEMA 4. Fie y (t) definită pentru t > 0 cu derivate pînă la ordinul l 
l h 
EN < K pentru t>0, l=1,2,..., li. Presupunem cà ZA" 
este uniform continuă pe semiaza t>0. Dacă există 1<l, <l, astfel ca 
lo I 
lim i-ai d LUĂ = 0, atunci lim Be — 0 pentru | = 2, 3 ,...,h. 
LA e d 0 t+$ e di 
Demonstraţie. Presupunem prin absurd că afirmaţia lemei nu e adevá- 
rată pentru derivata de ordinul j, 2 < j < l. Atunci există A > 0 şi un gir 
t, astfel ca lim t, = co. Din ipotezele teoremei rezultă că toate derivatele 
k- 


și astfel ca 
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sînt uniform continue pe semiaxa t> 0. De aceea se poate găsi un sir t* 


j 
astfel incit ZC >> pentru £€ [t, , t]. Deducem 


—1 k j—1 d j 
AR [LO als ie 


dia dt A dë 
: dyt (t) k d? y 
cáci dacá 3s E [7, , t^ ], atunci aj Păstrează semnul pe acest 
segment (orice deriva. are proprietatea lui Darboux). 
Rezultă |t* —t,| < E . Deducem de aici cá putem alege pe t* astfel 
k 
sr) = = ; într-adevăr, nu putem avea pe E — E + Yd 
? 


A 


X y (t) e P căci ar rezulta 2K > P3 = ceea ce 


dt’ 
este v E Prin urmare pe acest interval există puncte în care 


A? y (t) 


inegalitatea strictá 


P 2 , deci putem alege pe t* cu proprietăţile | t* — t, | < , 


dt; 
] k 
(EH A, S v (0 24 pude t € [t, , t* ]. Din continuitatea uni- 
d? EN dt 
formă rezultă că există 5 > 0 astfel ca | t — t| <ò să implice TO — 
A j—1 k 
NAE L Ss de aici rezultă tł — t, > è, deci LAO E — 
d? 2 dt/— 
di— y (14) d+” y M 
S ER RU 2A n ò, ceea ce arată că ——— nu poate avea limita zero 
d£ db 


pentru t>00. 
Pe de altá parte, 


A d? y (t* di y(t 
«| y(*)  d(t) 


ch Tale — ty | sup | Tale 


2 dp dt Ki dti+! t E lt. d d+! 
AK ditl y 
< A P E 
deci 
ditty P 
em [der |^ SK. 


Rezultá cá dacá afirmatia lemei nu e adeváratá pentru derivata de 
ordinul j, ea nu este adevărată nici pentru cea de ordinul j 1-1, nici pentru 
cea de ordinul j —1, ceea ce conduce la o contradictie fatá de ipoteza din 
enunt. 
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LEMA 5. Dacă pentru toate soluţiile o(t) < Vo (00) și Se E (t) =0, 


atunci soluția banală e asimptotic stabilă în mare. 
Demonstrație. Avem 


a (t) — eb! za + Y eB (t—7) b f [o ()] dr = ett Lo + J e? «— p LEX) dé (7) _ 
0 


dr 


— e? (a, — bE,) + bE (t) + | Beri— dE (x) d. 


“0 
Cum 
lim e” =0, 


Leck œ 


de aici rezultă imediat că lim ¿(t) = 0 implică lim g(t) = O. 
t -> co t-> 05 


Pe de altă parte, 


"i Bei + (q b — a) flo (t) ] — BE (0. 


Din ipoteza 


e (t) < Ya (po), 


rezultá 
| e (t) | < da (po), | E (1) | < da (20), (als Yo (po); 
deci 
Ie(B|«(lIal-- 1o] 4H BD polpo), If Eo (1l < dao (po) 
gi 
=< < Va (po): 


Rezultă că c(t) e uniform continuă pe semiaxa t > 0, deci f [c (1)]e uniform 
continuă. Aplicăm lema 4 cu 


dy 
L =E, —L =S ol) 


Avem lim = — 0 şi din lema 4 deducem lim e —0, deci mE f[oc(t)]—0. 


t-> co 


Deoarece | o (£)| < (1914-1 a1+1B81) da (po), de aici se deduce ciim c (t) = 0. 
Din c (t) = q" z(t) —«£(t) — Bn (t) si B> 0 rezultă acum Tim y (t) =0 
(- ao 
şi în definitiv e demonstrat că lim p(t) = 0. 
t> co 
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În acest mod demonstrarea completă a teoremei s-a redus la de- 
monstrarea faptului că în condiţiile din enunţ avem lim £ (t) = 0. Pentru 
t-> co 


aceasta este nevoie de încă o lemă. 
LEMA 6. Dacă Re £o (io) > 0 pentru toți w > 0, există 


s"o 
+ asa... Fa, 8-4 
cu proprietăţile : 
1? Rădăcinile ecuaţiei s* + a, HA --...-- a, 48 + a, = 0 au părţi reale 
negative. 
2? Re(ivC(iw0) —|H (£9) 37 0 pentru toţi œ reali. 
Demonstratie. Avem, dupá calculul fácut mai sus, 


H (8) = yo OC m,«k, 4450, yo +0 


m, 
y b, c? 


Re (9G (Goal == q'B*(o?E + B?y1 bow q* b= M ; 


0 « my, « m, < May bm £0, bm, 7-0, e, +40, Cm, +0. 


Fie k = m, + mg — m,. Considerăm un polinom arbitrar de forma 
$ + a -F-...--a&-18-1- a, ale cărei rădăcini au părţi reale negative. 
Functia 


1 ($e) ? 
Re (£9 G ($o)) | (iw) + alio) +... +a, 1(?9) + ar 
este continuá si 


J (o?) = 


lim J (%2) = —< 


Q-0 


T lim T (0?) = Cm. 
Q'— oo 


Mo Wk m, 


Există deci y, +0 astfel încît J (o?) < de pentru toti œw? > 0 reali deci 
0 
1 — Yi J (o?) > 0. Înmulţind eu Re (Get ($o)) rezultă 


2 Mile 2 
Re (io G (10)) — y C A PR EEE 
(iw) + a4 (£9)* +...+ arı (10) + a, 
Observăm că deoarece polinomul s* + a, s^? --...-F-a, 18 +4, este 


hurwitzian numerele a, sint toate pozitive. 

Să facem de asemenea observaţia că dacă m, = 0, m, = ma, rezultă 
k=0 şi polinomul se reduce la o constantă ; enunţul lemei revine la faptul 
că in acest caz Be(iw(G(îw)) este mai mare decît o constantă pozitivă. 
Într-adevăr, cazul m, = 0 m, = m, se poate ivi dacă si numai dacă 


a = lim Re (£9 G ($o)) > 0, « — q* b —lim Re (49 G (20)) > 0. 
Q0 Q- 00 
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Aceste inegalităţi, împreună cu (Re (toG ($o)) > 0 pentru toti o > 0, 
implică tocmai existenţa unei constante pozitive care mărginește inferior 
pe Re (iw G (¿0)). În acest caz faptul cá lim o (t) = 0 rezultă imediat. 

t -> ao 


Avem 


u (T) = NV (Qe ($9) G (20)) Dë 2 duo < — 2 
2T 20 9 


oo 


|f, [2 do = 


ao T 
--Y nac y| Pocola 
+ 0 0 
Deci, tinind seama de expresia lui qu (T), 


V Fer do — V rode + BET) — Ke sup E01 8 < 
0 . 0 2 Oxctx T 9 
T 
< -y P [o (t)] di 
Dar prin ipoteză p(t) < de (po); rezultă 


vf te (01at da (Po), 
«0 


deci 
T 
lim | f* [c ()] dt = L < co. 
T-a 0 
Notind 
d t 
X - Pima- I, 
dt Jo 
rezultă 
. dy 
lim — = 0 
t2 dí 
Pe baza lemei 4 deducem 
. d? 2 
lim — = lim f? [o (t)] — 0, 
to co Qi? poe 
deci 
lim f [o (t)] = 0. 
t -> oo 
Dar 
dé (t) 
t) | = ———» 
f [o (0] dt 
deci 


lim de (t) — 0. 
t>» di 
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Din 
x (t) = eP o, + E eBt—? b f [c (7)] d« 
rezultă acum şi lim z(t) = 0. à 
Din GE 
A și | 0(t)| < da (po) 


rezultá insá 


lim c (t) =0. 
Cum t -> oo 
c (t) = q* x (t) — «&(t) — Bn (t) 

rezultă 

am [x& (t) + Bn (t)] = 0, 
deci 

lim [gn (t) + a — zm II, 0. 

Sá scriem 


deeg a + Bn (t) = t (0. 


Deoarece avem prin ipotezá « > 0, B > 0, deducem 


B t — — (t—) 


n(t)=e * n 4 V e i C (c) dr. 
e D 


Tinínd seama de faptul cá lim č (t) = 0, rezultă imediat cá 
t— œ 
lim y (f) — 0 (de exemplu aplicind regula lui Hôpital). 
Dar dacá avem gi ae n (t) = 0, atunci Hm E (t) = 0 şi demonstrația 


e terminată. 

Lemele 5 gi 6 sînt necesare tocmai în cazul cînd a = 0 sau a — q*b = 0 
gi deci k>1. 

Fie mai întîi k = 1. Atunci polinomul din lema 6 se reduce la s+a,e 
Fie y, definitá de sistemul 


d 1 1 
2 = —ag dm) y (0) = — = Eo + — no 
dt 03 a; 

d 
ys (t) = ÓN — 0494 + 7 (t), 


y, (1) = Y = -a 4g = — ay: (t) +E (t), 


Y, (t) = — = — E T fis(t)] = — a Ys (t) + f [o (t)]. 
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Fie u, definită de 
du 
— = — 041 + fr (t), 4, (0) =0, 
dt 
Wo = — Ou V4 + fr (t). 
Observăm că din felul cum a fost ales y, (0) rezultă 


1 1 
Y2 (0) = — a Y1 (0) + no = — $, — No + No = — čo 
04 A 


Yz (0) = — 4, Y2 (0) + čo = — 5, + čo = 0 


gi cum pe [0, T] Y; şi u, verifică aceeaşi ecuație diferenţială, rezultă u, (t)= 


= s (f); Ua (t) = ya (t) pe LO, T]. 
Deoarece f, (t) = 0 pentru t > T, rezultă cá pentru t > T avem 


| 44 (t) | Kent, | ua (t) «C K' ent, 


Aplicám transformata Fourier si obtinem 


„= SE ~ 1 ~ 

Zon W = — 0494 + fr, u= dera Li 
— ~ ~ ed “ue D" Leg 
Been 


Dacă m, == 0 avem yo DA = H (io) fr, iar dacă m, —1 avem y, Us = 


= H (40) fa; prin urmare yo PRT = H (io) fn. 
Fie 


Se Go 1 oo SE 1 00 : NA 

iD — È wendt =h vilim rao — — V 1269) 1217, do. 
. 0 2T Lo 216] 

Avem 


u(T) + g(T) = ->ù [Re (ie G (io))— |H (i) 1217, | do « 0. 


Dar 
. uw (T) 2 — bas (Po), 
deci 
u (T) < Vas (po) 
adică 
o ml dt < oz (po) 
sau ` 


Yo K Van) $ dt < des (po). 
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Fie 


ao t 
KÉIER 
Jo di Jo 


din lim —- dy 


(Ae dt 


— 0 deducem aplicind lema 4, cá 


2 
t-> oo dt? 
deci 
lim Van (3 = 0, 
t -> a 


lim Ym.+5 — 0. 


t -> o 


adică 


l 
Aplicăm din nou lema 4 cu Sé =i 


l = 1,2,3,4, l = m, +3. 


Rezultă | | 
lim y, (t) = lim yz (t) = lim y, (t) = 0 
t-> o to a t -> oo 
Dar din | | 
lim y; (t) = lim y, (t) = 0 
t -> ao t -> œ 
rezultă 


"s &(t) =0 


gi demonstratia este terminatà. 
Cazul k > 2 se tratează la fel. Fie y; definite de sistemul 


dy dy 


E" = Maas = 12,..., k — 1, M o — Y nan +n (t) 
Akı 1 1 SS A S 
Y, (0) = — ~= bo t— no Malle o, Mell zc J—5,..., k. 
Ox dy Az 
Introducem funcţiile 
dy, (t 
Hi (t) = Ino. = 2 a; Vega t 1 (t), 
d t ` dä, 
Jia (t) = ala = E x e EE + £ (1) = 


k 
= — Y 0; Vega +6 (8), 
j=1 


Yara (0) = BED = — E ayera (0) S Do (1. 
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Din p (t) < Vs (20) rezultă cá yn, č, f [o (t)] sînt mărginite gi uniform continue. 
De aici rezultă | y; (1) | < Y23 (po) pentru j—1,..., +3; pentru primele k, 
acest lucru rezultă folosind formula variaţiei eonstantelor, iar pentru 
ultimele, direct. Fie acum a, (t) definite de 


—2 = Wa RRE 64 exl. 


du, k 
di —— Y a; ic fe(t), w (0) —0 
CH 


k 
Urra = M0; 541 T fa (t). 
Za 


Avem 4, (t) = Y;+2 (t), j = L,..., k + 1 pentru 0<t< T. 
Într-adevăr, y,,, (0)=0 pentru j —1,..., k+1 şi pentru 0<t<T, 
funcțiile y,,, (t) verifică acelaşi sistem ca +, (t), 

Pentru t > T avem | u, (t) | < k' e—"t căci fr = 0 pentru t > T gi siste- 
mul omogen corespunzător este hurwitzian. Aplicînd sistemului în u, 
transformata Fourier rezultă yo mpi = H (io)f, de unde, ca în cazul 
precedent, deducem 


GE 
0 0 


e 


8i apoi 
lim Ym,+3 (t) zx. 
t -> a 
Aplicînd lema 4 cu 
lia 1—12,...k--3 
dt Yi H 27592379 05€ 3 
deducem 


a y; (t) —0, j—2,3,...,k +3, 
k 
lim ¿ (t) = lim [Yr+ (t) + Y gx Ha (1)] — 0 
($00 ta) ao j=1 


şi teorema e demonstrată. 


Exemplu. Considerăm sistemul format din ecuaţiile scalare 


dz 

— = — ax + y — f (6), 
dt 

Y zeo, oe E 
dt 

d* 


= — b (0). 
dt 
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—a 1 0 
Matricea pártii liniare a sistemului este | 0 0 1 Jr se vede că are două rădăcini 
0.0 0 


nule cu divizor elementar de ordinul al doilea si rádácina — a, care este negativá dacá a > 0. 
Calculám pe G (s) după procedeul indicat mai înainte 


Rezultá 
~ b ~ z c b Ser Fe 
Z=—, Y =—+==—++—>y (a+s Pass Hi, 
s s s s? S 
deci 
= 1 
AE = y 9 
a+s a+s 
deci 
c b 
6 (5) = [ar +3) 
a D s? 
Avem 
cia dacă b — 0. Deci 
0-30 a 


Re (io G (eat = &« — idt. ga [e o Te) 
a + io io o? a? + o? 


io b (a — iw) a io a + o? + ac — iwc ico ab + ba? ac — b + o? 
mee grenan — E e A WER ` a = —————— 9 
c? (a? + c) a + w? w? (02 + c) a + o 


Se vede că lim &e (ic G (io)) = 1. Condiţia Re (ico G (io)) > 0 pentru o > 0 se reduce la 
ac—b > 0. Prin ame dacă a0, b — 0, ac—b > 0, soluţia banală este absolut stabilă 
pentru toate funcţiile f cu o f (6) > 0 pentru 6 Æ 0. lim sup ( 1/ (0) | + | f (c) do) = oo. 

0-9 +00 0 

Si de data aceasta metoda lui V. M. Popov dá rezultate cel putin 
la fel de puternice ca cele bazate pe constructia unei funetii Liapunov 
de tipul obișnuit. Anume, dacă există o funcție Liapunov, negativ definită 
de tipul „formă pătratică plus integrală” cu derivată în virtutea sistemului, 
pozitiv definită, condiția Re ($« G ($o)) > 0 este îndeplinită. 

Demonstraţie. Seriem sistemul echivalent 


dx 


— = bf (c 
di Ba + f (o), 
e 

d: J (o), 

do 


D L g'Ba — BEE — oaf (0) 
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şi funcţia Liapunov 
V (x, 2,0) =0Nx+ 280,2 +20c28 + yn E? +2 4560 + 


+ Yaa 02 — 2 No dc « 0. 
Pentru il 
f(c) — he, h>0, V (z,&, c) devine 
V,(2,8,5) = £ Nx --25e1 2 4-20 05 $ + v4 £? + 2 4,560 + (Y22 — h) o?. 
Derivata in virtutea sistemului va fi 
e = W, (2,8, 0) 0. 


Avem W, (x, £,0) 20 şi pentru h = 0 căci dacă ar fi strict negativă, ar 
rámine negativá pentru h suficient de mic. Rezultá 


5 £ (NB + B'N)x+čei Bg + oces Bx + 
+ (02 2 + Y125 + Y220) (d Bæ — BEI > 0 
x Na+ 250,24 20020 + Ynë? + 2 455 0 + Yz o? <0. 
În particular, pentru =0, £ = e? f, c = y,, deducem din prima inegalitate 
— e? B? (vs €? B + Yh) > 0. 
nentru toti e deci yz, = 0. A doua inegalitate dá pentru =0, ¿=e?, o—*,,, 
et Yay + 2 yiz €? + Ya2 Yie <0 
deci Yi; =0. 
Tot aceeaşi inegalitate dá pentru x = e*c,, £ —0,0 —1 
et co No, + 2c?05 0, + Ya « O, 
deci €, =Q. 


Punind din nou în prima inegalitate y = B'e,c?, £— —1, ez 
se deduce B"e, — 0, deci c, = 0. Rezultă că V, are forma x Na+ 
+ Yu č? — h o°, iar derivata în virtutea sistemului liniar este 


Z a N (Ba + bho) +> (Be + bho) Na + 
+ (ho (Yu LBE — q' Bx — (qb — a) ho) > 0. 


Punînd 
x= w BiU (w) ¿=0, o=0, 
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deducem 


Z e* (B^ U (a) NU (o) += ot U (0)YB1U (9) > 0. 


Luind U(c)— — B(o?E-r-B?)*!b gi punind =U(w), ¿=0, 


0 = ra deducem 


T U* (0) N (BU () +b) + (BU (0) +b)" NU (o) — q' BU (o) + 


+ a —qb>0. 
Dar 
BU (œw) + b = — B? (w E + B2) 1b + (o? E + B2) (o* E + B?)1b = 
= w? (w° E + B?) 1b = — 02B”71 U (w). 


În definitiv obţinem — d BU (w) + a — q'b> 0 ceea ce coincide cu 
Re ($9 G (iw)) > 0. 

Să observăm că derivata funcţiei V, pentru 2 = 0, o = 0, E Æ 0, 
este nulá, deci nu existá functii Liapunov de tipul considerat cu derivatá 
pozitiv definitá. 

Si in aceastá problemá se poate folosi metoda functiei Liapunov. 

Dacă 8 +0, sistemul este echivalent din punctul de vedere al stabi- 
litátii absolute cu 


dr 

dt = Ac + bf(0), 

a 

EP f (o), 

<= Ag + (db — a)f (0) — BE. 


O condiție necesară pentru stabilitatea absolută a acestui sistem este 
B>0. Într-adevăr, din stabilitatea absolută rezultă că valorile proprii 


ale matricii 
A b 0 
H=| A qb—« Bt 
0 1 0 


(H este matricea sistemului liniar care se obţine pentru f(c) = o), au părți 
reale negative, deci 


(— 1)"+2 det H =(— 1) det H >90. 
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Dar 


gi 
( —1y det H —(—1y det A. 


Tinínd seama de faptul cá A este hurwitzianá, rezultă că 
(—1y det H >0 deci f > 0. 
În cele ce urmează se va presupune deci 8 0 si în plus 


lim Y f(c)de — oo. 
lo] 2.0 
Pentru orice matrice I > 0 există B > 0 astfel încît 
BA+A4A'"B=-—T. 
Considerám functia 


ris, & 0)=(Ba, 2) +8 E +21 f(0)do. 


Derivata acestei functii, ín virtutea sistemului, este 
dav « . 
a (Uo, 2) — 2((Bb + A q), 2) f(c) + 2(« — q d)f*(0)). 


Rezultá cá — T este o formă pátraticá in x, o cu matricea 
í r — (Bb + A gy 
—(Bb+A' oi 2 (æ — q b) 


Prin urmare, necesar gi suficient pentru ca aceastá formá pátraticá 
Sá fie pozitiv definitá este ca 


det d ostii ăi 
—(Bb-rA*qg) 2(a — q b) 


Aceasta conduce la conditia 
a —qb > (Bb J-A'qy T (Bb + A'q). 


Deoarece < se poate anula numai pentru 2 = 0, c = 0 gi această mul- 


time nu conține semitraiectorii întregi, deducem că o condiție sufi- 
cientă pentru stabilitatea absolută a sistemului este 


E pos min = (Bb +4*q" T(Bb+4'9). 
>0 
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Fie acum 
A = diag ( — w), T = diag (rh 
Rezultá 
B= diag (Ji gd (Bb +A" gy T3(Bb--4' g)— Y, — AE, 
21 Zi 44 Vr 


unde b,, q, sint coordonatele vectorilor b, q. Dedueem 
min (Bb + A*qy P71(Bb + 4g) =2 Y, e qb, 
> îl 


e = 


| 0 dacă b,q,— 0, 
1 dacă 0,9, <0. 
Obtinem astfel următoarea condiţie de stabilitate absolută 
| 0 q,b;<0, 
L qb O. 
Să observăm acum că, în cazul cînd A e diagonală, avem 


a> Y eq; bis e, = 


í=1 


G(io)- — Y, 4 E.P 


ci to tu to o? 


si inegalitatea Re iw G (iw) > 0 devine 


Dig o^ 
id 225 u; T 


Teorema lui M. V. Popov conduce la urmátoarea conditie de stabilitate 


^ Dao 
a > max E 
o0 ¿21 u; T W 


Deoarece Re (29 G(o)) —« pentru w = 0, inegalitatea 
Reiw G(iw)>0 pentru orice w> 0 
implică «> 0 chiar dacă matricea A nu este diagonală. Din 


1 d,q,>0 
0 b,9¿<0 


Aë o n 
e20 PF o E bi des € -| 
deducem că a > Y e” b; q, este o condiţie suficientă de stabilitate absolută, 


1-1 
si regásim rezultatul obtinut mai sus eu ajutorul functiei Liapunov. 
În cazul cînd b; q; >0 pentru i —1,..., n, avem 


min(Bb + A" gy F-1(Bb + A q) 0 
P0 
I diagonală 
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şi este evident că acest minim nu poate fi îmbunătăţit considerind matrici 
nediagonale, deoarece T~? este pozitiv definită gi deci 


(Bb + A oi T1(Bb+A4'q9)>0. 
În cazul când b, q, <0 pentru i = 1,...,», avem 
min (Bb + A" q) T1(Bb + 4"0)=—2q"5 
T diagonală 


şi din nou, minimul nu poate fi îmbunătăţit considerînd matrici T nedia- 
gonale. Într-adevăr, dacă ar exista D > 0 astfel încît 


(Bb + A'qy T1(Bb--A'q)—- —2q'b 
am deduce cá pentru 


o eh (Bb + A" q) T 1(Bb + A' q) 
există o funcţie Liapunov și cum 
GH EEN 


am putea avea o funcție Liapunov pentru «<0 ceea ce contrazice conclu- 
zia trasá pe baza teoremei lui Popov. Cum aceastá concluzie nu folosea 
faptul că A e diagonală, deducem cá pentru orice A hurwitzianá şi orice 
[> 0 are loc inegalitatea 


(Bb + A' gy T-1(Bb + A^ gy» —2q b. 
Luind q = ar c, obţinem 


Lo + 37 ra a 3%) > — c Ap. 
2 2 
Această ultimă inegalitate a fost obținută pe altă cale de J. P. La Salle. 


În cele ce urmează vom scoate în evidență ideile generale conți- 
nute în metoda lui V. M. Popov pentru a putea ajunge la o generalizare 
a teoremei 2.2. 

Să considerăm un sistem de forma 


D As + f(9) f(0)=0, 


unde y este un vector. Putem presupune fie cá y = q (x), fie că sistemul 
mai conţine o ecuaţie A = g (x, y). 

£ 
, . Să presupunem cá am reuşit să demonstrăm cá pentru orice condiții 
initiale (£o, Yo) avem | y (t) | < y (Zo, Yo), unde y > 0 cînd | zx, | +I Yo | — 0. 


196 TEORIA CALITATIVA A ECUATIILOR DIFERENTIALE 


Presupunem cá matricea Á este hurwitzianá. Atunci va rezulta o evaluare 
de acelaşi tip şi pentru z (t). Într-adevăr, avem 


v (t) = e e (ty) + | e4'-9 f [y (s) Jas. 
Fie 
A (Lo ,yo) = SUP If (y) I. 
| y | S Y (Ze. Yo) 
Deoarece f (0) = 0, rezultă că 


A (Los Yo) > 0 cînd | z, | + Yo! — 0. 


Avem 
t 
[e (| < Ex e-f79 | a, | + È E 77 A (2 Yo) de < 
wie 
< K; | 20 | T Le A Yo). 
Dacă în plus 
lim y (t) = 0, 
t> ao 
rezultă 
lim z(t) = 0, 
i -> œ 
căci 
t 
2001 < Ky eio] gol +h Æ, e= | f Ey (8)] | ds 
to 
gi 


| Y eXo*| f (y (s)) | ds 
lim | eee |f (y (s)) | ds = lim P EAM 


t-> ao Gebei 
m 94 y (0) | 
E K, e Kat 


Rezultă de aici că pentru a obţine stabilitatea asimptotică în mare 
este suficient să fie puse în evidenţă proprietăţile corespunzătoare ale 
lui y(t). Aceste proprietăţi sînt puse în evidenţă arătînd că există trei 


funcţii continue, nule în origină, primele două monoton crescătoare, 
astfel încît 


= lim | f (y (0) | =0. 


ally) A Aa Dat ce oll yol) 


Intr-adevár, dacá o asemenea inegalitate are loc rezultá in parti- 
cular 


a(l y|) <el] Lol, | Yol) 
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si deci 
(ul <a (e (] £o 1, | Yo |). 
Tot din aceastá inegalitate rezultá 


(oq y |)dt <e (| £o |, | Yo l)- 


e 


Pe de altă parte am văzut că rezultă 
(eil BU £o ls l| Yol) 


deci 

dx 

SA a æ 

ái Y (| £o l; | Yo 1), 
deci în orice caz 


d 
FIEL vel). 


Din convergenta integralei rezultă atunci 
lim y (t) = 0. 
t-> e 


Sá observám cá dacá existá o functie Liapunov se poate intotdeauna 
obţine o inegalitate integrală de tipul considerat. Într-adevăr, din 


allyl) e V (& y) (2l, lyD, e — e( ly 1) 


ezultá prin integrare 


t 
V(t, y) —V (0,9) < -{ c(| y |) dt, 
0 
deci 


«(D <b (120l 1901) — | e(1g 1) dt 


sau 


a(1y]) eV edo pat <b(I 201, 190 1). 


Metoda lui V. M Popov de obtinere a inegalitátii integrale de forma doritá 
este următoarea. Se consideră o funcţională pătratică x (7) în y pentru 
care se caută pe de o parte evaluări inferioare de forma a|(y|) + 


i 
OD b(Iy])dt 4-5(12,], 1 Yol) pe de altă parte o evaluare superioară de 
0 


forma c (| Zol, [Yo |). Pentru obţinerea evaluării superioare se foloseşte 
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transformata Fourier. Întreaga artă legată de aplicarea metodei constă 
în alegerea convenabilă a functionalei y (7). 
Vom considera sisteme generale de forma 


dz dy 
— =Ar+B — 
dt TUM a 


Facem schimbarea de variabilă z' = Az + By, yY — 9, Z =z. 
Obtinem 


= f(z) z= 0,0 +D, y. 


dz' dz dy dy’ 
— = AÁ — + B— = Ax +B —= = 
dt di T di w + Bf(2), dt f (2) 


z = (A^ x' — A' By) +D, y”. 
Suprimind indicii gi accentele, scriem sistemul sub forma 


d d 
q 74e Bf (2), 2 = f(2), z= Cæ + Dy. (6) 


Vom presupune că matricea A este hurwitziană, iar D nesingulară. 
Căutăm condiții care să asigure stabilitatea asimptotică în mare, oricare 
ar fi funcţiile f(z) de forma (f;(2,)) verificind condițiile 

9, zi «f (24) x (h; — 3:) Zis 
unde 93, 9;, h, sînt numere pozitive date. 

TEOREMA 2.6. Presupunem că există matricele P, Q diagonale cu 
următoarele proprietăţi : 

1) elementele matricei P sînt pozitive sau nule; 

2) dacă un element de pe diagonala lui P este nul, elementul cores- 
punzător al lui Q este strict pozitiv ; 

3) PD este o matrice simetrică, PD < 0; 

4) fie F, matricea diagonală cu elementele h,, 


G(io) = P [Fs — C (io E — A)? B — Q[CA (io E—4A)-1 B+D + CB] 


H (io) => [8 G o) +6*(80)), 8 — lim H (iu) = 


— PR! — S [Q (CB+D) +(B* 0* + D*)Q*]. 


Presupunem H (i o) > 0, 8 > 0. 

Atunci soluţia banală a sistemului (6) este asimptotic stabilă în mare, 
oricare ar fi funcţia f din clasa considerată. 

Vom arăta mai întîi cá din ipotezele făcute rezultă că matricea D 
este obligatoriu hurwitziană. Fie 


P= Py 4 , D= 7 1 SW » PD= us EN ; P Dtrebuiesá fie simetricá, 
0 0 Da D, 0 0 

deci P, D,- 0. Deoarece P, e nesingulará, rezultă .D, —0. De 

aici se deduce cá valorile proprii ale lui D sînt cele ale lui D, gi Da 

Din PD «0 rezultă P, D,<0; dacă există u +0 astfel încît 
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P, D, 4,=0, rezultă D, «,—0, deci D, este singulară, deci D este singulară, 
ceea ce am exclus. Rezultá P, D, < 0. Functia V = (P, D,(Di! u), IN" u) 


este deci negativ definită, iar derivata ei în virtutea sistemului 


Ge = D, este 
dt 


(Pı D, (Di* wu), Di D, u) = (P, u,u), 


deci este pozitiv definită ; rezultă că D, e hurwitziană. Considerăm acum 
matricea 


> 


zo =a m 


deoarece H (0) > 0 rezultă H, > 0. Avem 
H(0) => (G (0) +G* (0), 4(0) = P [Ps + CA31B] + 


+Q [CB — D —CB]— P [F` + CA 1 B] —QD. 


Dacá 
G(0) = D "d 
G; Ga 
rezultá, tinind seama de forma lui P, cá 
Ga bebes Q, Da, 
unde am notat 
0 
Q = p ) 
0 Q 


Rezultá 
1 " 
H, = — 9 (Q4 D, T D, Qa). 


Conform ipotezei, Q,— 0, deci y--- (Q, v, v) este negativ definită; 


derivata ei in virtutea sistemului = = D, v este ` (Hv, v) deci pozitiv 


definită, deci D, este hurwitziană. 
Deoarece matricele A $i D sînt hurwitziene, există matricele sime- 
trice negativ definite M , gi M, astfel ca 


M,A +4* M, — E, M,D-- D'M, — E 


Funcţia V = (M, x, 2) + (M, y, y) este negativ definită şi derivata 

ei in virtutea sistemului 
dx dy 
t 


= Az + BF (Cs + Dy), a DY) 
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este 


ar =(M, (Ax + BFCzx + BFDy), x) + (M, x, Ax + BFCzx + BFDy) + 


di 
+ (M,F (Cz + Dy), y) + (May, F(Czx + Dy)) = 
= (UN, A LA" M) x, 2) --((.M,F D4- D'P* M,) y, y) -(.M,F B(Cao-- Dy), 2)+ 
+ (M, 2, BF(Cx + Dy)) + (M,P Cz, y) + (M, y, FCa). 
Luind F = e, E”, rezultă 

dv 

di = (24, 2) + eo (y, Y) + e; T(x, y), 
unde am notat 

T (2, y) = 2(M, B(Czx + Dy), 2) + 2(M, Cz, y). 


Avem 
| T(z,y)| «a(o, 2) 4- b|v| Int 
deci 
dv 2 2 2 
ar cm Te19yl*—«&(a|2|l* -b|o||yl) = 
En b = En 09 
= (1 — e a)|la| — —— 2 — ES e MA 
rd) een 


Se vede cá pentru e, suficient de mic, = e pozitiv definitá, deci 


solutia banalá a sistemului 


a = Åg + e, B (Cx + Dy), dy = eg (Cx + Dy) 
dt dt 
este asimptotic stabilă ; punind z = Cz + Dy, avem 
d 
- sopp = C (Ax + e, B2) + D e z = CAz + s (OB Dis 
dt dt d! 
deci soluţia banală a sistemului 
dz 


dz 
m = Az + e, Bz, um CA« + «(CB + Dis 


este asimptotie stabilá deci matricea 
A ey B 
PT "um 
este hurwitzianá pentru e, suficient de mic. 
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Considerăm matricea, 
A BP 
D ud 
Vom demonstra că această matrice este hurwitzianá pentru toate 
matricile diagonale F>0 cu elementele diagonale mai mici sau egale cu h,. 


Dacă afirmaţia mu ar fi adevărată ar exista o matrice 0 < F, « By 
astfel ca matricea 


(6 BF, | 

CA (OPL DU, 

să aibáo rădăcină pur imaginară 4o, deoarece pentru F =s, E” matricea 
este hurwitzianá. 


Avem 
det ( 0 Pag BF | u 
— CA(A — AE)! uh CA (CB--D)F —XE' 
— det p BF )= 
0 [—CA(A—AE)14+CB+ D]F —AXE' 
BC ( — AE BF ) 
CA (CB+4D)F—-AE' 
Pentru F = F, à =i w% rezultă 
dE F BF, | j=o. 
0 [— CA(A —io, E) *B+CB+ D]F, — to, E' 
Cum 
det (A — 4 oe, E) 7-0 
rezultá 


det ([— CA (A — i o, E) ! B-- CB + D]F, — i 0 E') — 0. 


Pentru o, — 0 se capátá det DF, — 0, ceea ce nu se poate. 
Fie e, +0. Avem 


A(A —ie,E) ! B— BL oe —ie E) 1! B 


cáci din 
(A — io, E)(A — i w E) ! = 
rezultá 
A(A—io,E£Jy*—1i0,(4 —io, E) ! =E, 
deci 
A(A —io, E) ! — E ++i eQ(A — io, E) 1. 
Rezultá 


CA (A — io EJ *B=CB+1i0,C(A — io E)! B, 


202 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENŢIALE 


deci 
— CA(A-io Ey B + CB = — i o C (4 — io, Ey 1 B, 
deci 
det ([— iw C(A — io, E) ! B + D]F,— i o F} = 0 
sau 
det [~i w C(A — iw E)  B-- D— io, Fo] = 0, 
deci 


det|C(4 — i o E) B4 Pot ——L- D|- o. 


109 


Există atunci un vector 2, + 0 astfel încît 


ENEE E. D |a, — 0, 
tOo . 
deci 
D e, C(A — io, E) 1! BL io, Fo. — D] 2, —0 
sau 
[CA(A— i œ E) *B-CB-D+io, Fs. ]2, — 0. 
Rezultá 


[P | O(A — i o EVB + Fr’ — l D| — 


10 
— Q[— CA (A — io E)? B-- CB--D] +i o Qr s -0. 


Cum prin ipoteză H (i «,) > 0, rezultă (H(4 co) Zos Zo) > 0. 


Avem 
G (1 o) = PF, 2, — PC (iw E — A) Bz, —Q[CA (i o, E — A)! B + 
+ CB + Dia PE; z, — PF n% + PD 2,—10.QP" a, 
100 
G*($o,) 2, = PR e, — PF a, — —— PD a + io, QU ny, 
1$ oi 
deci S 
(PU, — Fo Yo 20) > 0. 
Dar Q—FQFQ Fo > Fi’, 
deci 
Fu Pe <0, 
deci 


(P(Fi' — Fo’) Zo 20) « 0. 


Am obținut o contradicție, deci matricea e hurwitziană pentru orice 
0 <F<F,. 
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Vom lua în particular F = F, unde elementele lui F, sînt 5 9, 


pentru acei ¿ pentru care q,— 0 si h; — Z 3; pentru acei ¿ pentru care 


q; < 0. Considerăm sistemul ajutátor 


da d 

3, 7 Ac + BP,2, a Fan z = 02 + Dy 
sau, echivalent, 

dz 


d Az+ BF,e, E = CAa + (CB + DUR 2. 


Conform celor de mai sus, acest sistem are solutia banalá asimptotic 
stabilá. 


Fie acum zx (t), y (t), z(t) o soluţie a sistemului (6). Considerăm 
soluţia 2 (t), y (t), z (t) a sistemului ajutátor definită pentru t> T prin 
condiţiile z(T) = z(7),y (T)= y(T), 2 (T) = 2(T). Definim funcţiile 


[æ (t) pentru 0 <t< T, 


2() = 1x0; 
pentru T <t, 
y(t) = H pentru 0 tb 
y (t) pentru T « t, 
z(t) = E pentru 0 «1 « T, 
Z(t) pentru T < t. 
; Funcţiile z(t), y(t), z(t) verifică (exceptind punctul t = T), siste- 
mu 
<= 43+ Bf, "Pp, Set 
unde TI = E pentru Ot — T, 
F,2(t) pentru 7 « t. 


Deoarece matricea sistemului ajutátor este hurwitzianá, funcţiile 
4, Y, 2 descresc exponential la infinit, deci admit transformate Fourier. 


Fie 
x (T)= Y Ga, PG — Dy — Fi f ()dt HN (Fr (0), f; at + 
oo : T 
+Ò ds, mal (fe), Pe — 6 rac 
rea PEOR, Sa guo, PODA O oae 


$ | ve) Q2) dt «x (Paz, Q3)at. 
0 T 
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Din F, < F, rezultă 


F, F, <E, 
deci 
(F, 2, Pis F, 2)) 0. 
Din 
d _ - dg 
— (PD = 292| PD —^|—2(PD 
~ (PDY, 9) | Jj, E (PDJ, fr) 
rezultă 
oo E 1 e d _ _ TEN ee 
Au, popa = — (q, (PPI pat — (ps, Y)" =(2D%o 90) 
o Jo dt 0 
cáci 
un yn 
Mai departe 
ZS a E I(*9 d - = 1 = en a 
F 3 di = — — (P, 2, dt = —(F,2, = 
X , Q5) Ss 2, Qnat- CU 02) |. 
1 
UE, 2(T), deif 
lar 
T 1 1 
| (E, z, Q4)dt = (E, ef, deif — (Paz Q 29) 
0 
deci 
ee , T 
| (F, 3, geia- —| (F, 2, dai — $ (P, a» Q2); 
deci i : 


oo : T 
| (fet), QŻ(t)dt = | (tel —F, 2, Q2) dt — gd? zo Q4) = 


z(T 
= | (8) —F, e, Qdz) UE zo 2) =P (6 (T) — 9 (4) — (Fr 20, QA) 
ände am notat 
D(z) = Y (f(2) — F, 2, Q dz) — Y q, 1 (f (u) —fiu)àu. 
0 i 0 
Sá ne amintim cá dacă d, > 0, f; = SL gi cum ulj (u) — > à; «p 0 


rezultă că pentru aceşti + avem 


d (fal D u)du > 0; 
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dacă q, < 0, atunci 


. 1 
je m h; a 9 O, 
gi deci 
u[f;(u) — fa ul<0 
deci 
Vit) — fiw) du « 0 
.0 
deci din nou 


aA i0) — fi) du 0. 


Rezultá in orice caz € (2) > 0. 
Tinind seama de calculele de mai sus deducem 


x UD 2 Dis Ple— Fi f (9t + (P Dyo ys Lan fr(t)) d+ 
+ 9 («(T)) — 0 (a) (4, za Q2o). 


Transformind pe yx(T) prin aplicarea teoremei lui Parseval din 
teoria transformatei Fourier, deducem 
1 oo x ES A a eo ~ mm 
UD = s PER ET Fee + c Gufode4 


a —— 


—eo 


1 (e > x 
pA (fr) NS )d o, 
2 TC 4— 00 


unde T este transformata Fourier a lui f B transformata lui z, y a lui 
y, za luiz. Din 
dr _ 
ER = Ax + Bf, 
deducem 
io 1—2,=Ax+ Bfr, 
unde & este transformata Fourier a lui z. 
De aici 
(io E — A)T = a, + Bfp £= (io E—A) 12, + (ioE — A)? Bi, 
Din 
dy 
de — fr 
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rezultá 
twy — yo = fr, 
deci 
" 1 Ta 
y= Y tb S 
4 4 0 
Din 
z = Cx + Dy 
rezultá 
2 = 02 +Dy 
deci 


2— O(io H — A)1a, + C(o E — A)? Bf += Dy, + ÎL Df,. 
LI) 20 
De aici deducem 


¿=102—2 = io C(ioE— A) t o + to C (ío E — A)! Bfr+ 
+ Dy + Df,— 2- 
Rezultá 


Sch (fr, P(O($ o E — A) 1 a, --C(E E — A) Bf, — 


—r Tode È Fe Joao + NO Fe, Qlio Clio E—A) + 
T Ye i EE 


+io 0 (io B — AJ1B fr + Dy, + Df, all d o = 


Să St (fa, [— PO(io E — A) B + PRT + 
T J- 


+Q(ioC(A — io E)! B —D]fz)do + 


+ aed Fe fdo + zN (fo, La, + My, +Nz)do = 
T 2T Lo 
1 oo ER "S oo ~ ~ 
-— (frs Gfr) do + 2 (fr; fn) do + 
T —o 27 —a0 
tan, Un Lay + Mu + Nos) do. 


Deoarece x (T) e reală, rezultă 


x(T) = — 5 d (fr, (H — £ E'f7) do + 


1 Fe - oo ~ 
tal Un Lao ye Nodo + >È" (La + My + Na ën 


e; — 90 
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Deoarece H (tw) > 0 şi lim H(i c) 0, rezultă H (? o) > a? E”. Alegind 
w | -> e 
pe e, suficient de mic, rezultă H (i w) — e, E* > 0, deci putem scrie 
H (10) — e,  E' =K (1 0)?. 
Rezultá 


D= - 24V (Kfe — K- (La, + My, +N 2), Kf, — K- (La, + 


+ My, + N2,)) do + Sch (KA(L 2, + My, + Na), K 1 (La, + 


+ My, + N2,)) do. 


Convergenta ultimei integrale rezultá din faptul cá termenii de sub 
integralá se comportá la infinit ca i . Deducem de aici 
€) 


1 Q0 
CHE | (K-1(La, + M yo + Rach K3 (La, + My, + Na) do. 
Tinind seama de evaluárile obtinute anterior avem 


| Ut), Pt — Fi feat + (BD go, v) «|, (fe), SEN At + 


+ 0 (2(T)) —0 (20) — Z (Po o, Val < Y (1 £o |» lYol, 1201) 
sau 


$ (z(T)) + ae. Pe —Fsi' f (2) + £o f(2)) dt <e (| £l + Izol) 


Avem 0 (2) > 0 si (f(z), P(e — Fs f(2))) 0. 
Într-adevăr, din 3,2; <2,f,(2,)< hi2? rezultă cá pentru 
2, > 0 avem 9,2, < fi < h; Z; gl 2, — y^ > 0 deci p, 2 — HN > 0, deci, 
$ $ 


cum f, > 0, rezultă p,f, lo — 25) >0; pentru 2; — 0 avem h; 2, < 


$ 


<fi < 3,2, deci z; — FX < 0, deci p; ES x « 0, deci, cum în acest 
$ i 


caz f; < 0, rezultă din nou p, f, ES xh 0. 


Fie acum 
a(r)= int D(z), b(r).— int Tute, Pis — Fw Zeit + e (f (2, FI 
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Avem 
D(2)>a(121), ($(2), Ple — Fs f(2)) + ef (2) 2 b (121) 


deci inegalitatea obtinutá se poate scrie 
T 
eist PUE Buze) Dar < e(l rll 201). 
. 0 


Dar am vázut mai sus cá o asemenea inegalitate implicá stabili- 
tatea asimptoticá in mare. Cu aceasta teorema este complet demonstratá. 

Sá observám cá aceastá teoremá generalá poate servi in studiul 
stabilitátii sistemelor de reglare cu mai multe organe regulatoare. 


8 4. STABILITATEA PRACTICÁ A SISTEMELOR CU ELEMENTE DE TIP RELEU 


In incheierea acestui capitol vom prezenta un rezultat care apar- 
tine tot lui V. M. Popov, relativ la sistemele de reglare care contin elemen- 
tele de tip releu. Acest rezultat prezintá interes teoretic gi din cauzá 
că este un exemplu de modificare a noţiunii de stabilitate; aga-numita 
stabilitate ,,practicá" sau e, -stabilitate care se introduce cu acest prilej 
se poate dovedi utilá si in alte probleme. 

DEFINIȚIE. Solutia banală a sistemului se numeşte ey-stabilá dacă 
pentru orice e > e, există 3 (e) > 0 astfel încât | y(t,) | < 8 (e) să implice 
|y (0 | < e pentru t > to; ey-stabilitatea este asimptotică dacă în plus există 
T (m, e) astfel încât co < | y (t)| <n și t>to + T (vn, e) să implice 
|y (t| < e (din nou e > co; n > Sal 

Se vede că această definiție diferă de aceea obișnuită a stabilităţii 
uniforme prin faptul că funcţiile 5 (e) şi T (», e) nu mai sînt definite pentru 
orice £ > 0 ci numai pentru s > eg. Justificarea acestei definiţii constă 
în faptul că în practică valorile suficient de mici pot îi considerate nule, 
deci nu este necesar să putem asigura ca |y(t)| să fie oricît de mic, ci 
numai mai mic decît niște valori convenabile. Este ușor de văzut însă 
că pentru sistemele liniare această definiţie nu reprezintă o slăbire reală a 
noţiunii de stabilitate după Liapunov. 


PROPOZIȚIE. Dacă există V (y) cu a(| y 1) <V (y) «ib DK < — e(19 1) 


pentru e « |y |< np, atunci soluţia banală a sistemului este £,- asimptotic 
stabilă, e, = a^! [b (e,)]. 

Demonstraţie. Fie 5(e) = b ![a (<)]; funcţia a(r) e definită pentru 
T > e, deci 3 (e) e definită pentru e > s. 

Dacă e e, rezultă a(<)>a(e,) — b(e) şi ò(e) =b '! [a (e)] >s. 
Fie | y (4) | <è (£); dacă | y (t) | rămîne mai mic decît s, atunci, evident, 
|y (t) | < e pentru ¿> to. Putem deci presupune că există t, astfel încît 
e « |y (41) | < 8 (s) gi dacă t, > t, pentru ty « t < t, avem | y (t) | < £ 
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Rezultă pentru t> t, 
a(l y(t) «V (y (0) «V (y (Y) «b(1y(t)1)  5(3(2)) = a (e) 
deci 
|y (t)] < e. 
E y > + di fie e, < |y (to) | <m- 
c[S(s)] 


Arátám că în intervalul (to, to + T] există t astfel încît | y (t) | < 
«9 (c). Într-adevăr, dacă am avea | y (t)| > 3 (s) > e, ar rezulta 


Fie acum T(n, e) — 


SY < egy < — e (ëtt 
deci 
V[y(t)] — V [y (to)] < — eL 8 (e)] (t — to), 
deci 
V [y (tj + T4] — V [y (6$)] < —e[3(9] T =— b(a), 
deci 
V [y (t + T9)] < V [y (t0)1 —5(9) « b(19(&$)1) —b(n) <0, 
cáci 
lY (69) | <N. 
Dar 


V (y (to + T) > a (ly (to + T1) z[9(2)] 
gi am ajuns la o contradictie. Rezultá 


|y (£)] < S(e), 
deci 


|y (t)! < e pentru t>t', 


deci în orice caz pentru t > t, + T, Propoziția e demonstrată. 
Sá considerám un sistem de reglare automatá care contine un singur 
element neliniar, descris de sistemul de ecuatii diferentiale 


E E EE AI Esdr 2) — pf(6) + ro, (7) 
dt dt 
unde f (c) verifică următoarele condiții : 
f(c) e pentru c> 3, 
— æ p < leier pentru | o | « 3, 
f(c)i—9 pentru o < ò. 


Vom spune că o funcție f care verifică aceste condiții aparține clasei 
e. 0. a* 
Vom presupune în cele ce urmează p > 0. 
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Luind f (c) = ho se obţine sistemul 
c Bs M olo, 


a, v£)— pho 4- ro. 


Matricea acestui sistem va fi 


A hk--l | 
b —ph+r 
8i va avea ecuatia caracteristicá 


el" hk +1 J- 
b —ph+r— 
sau 
B—E | 
b r— 
ceea ce se poate scrie sub forma 
Q (2) 4- hP (1) — 0. 


TEOREMA 2.7. Dacă ecuaţia P (X) = 0 are rădăcinile cu părţi reale 
negative, atunci pentru zo: No, a dați se pot găsi oy, Šo, astfel încât dacă 
fECo.8. o să aibă loc proprietatea de sg-stabilitate asimptotică a sis- 
temului (7). 

Demonstraţie. Facem în sistem schimbarea de variabile y = pæ + 


+ ko, care e inversabilă deoarece p +0. Considerăm vectorul $— | 3 Avem 
O 


PAR h 


det "ln 


d +hdet( 


d da 
UNE 


cod +. =p Bæ + pkf(c) + pl o + k(b, 2) — kpf (c) + kro = 


= B (n — ko) + plo + kro- kb | n ko] = (B+ kb n 
p Dp Dp 


+ (pl + rk — Br — — kb b) o = Ax + mo, 
p 
unde 


A= Bt lgpe 
p 


49 (bd, s) — pf(s) - ro — (b, y — ko) —pf(0) - ro = 
dé p 


= (a, ny) — pf(c) + Ys. 
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In definitiv, 


dy do , 
— —Am-d-mso, —=an— ol + r'o. 
di H , di T) 2] (oc) 


Ecuatia caracteristică a matricei A este 


det (B — AE + l gps) — 0. 
p 
Sá observám cá 


SN BE + mor lg 
P0) = det | Is det p p 
b —yp 0 


— (—1y p det (2 — E+ "Ld 
p 


Rezultă că P(1)=0 este tocmai ecuaţia caracteristică a matricei 
A, deci condiţia din enunţ ply. cá A e hurwitzianá. Existá deci o 
matrice P> 0 astfel încît PA + A* P — N,cu N< O0. Alegem V = (Ph, n) + 


+ " o? ; rezultă V > 0. Mai departe 
dV dy dy do 
— -[P- Pn, — — = (P(A ; 
dt | dt^ dr i E ax 2 
+ (Pn, An + mo) + o(a' y — pf (o) - ' o) =((PA + A* Pia, 1) + 
+ 2(Pm, n)o + (a* )s — pof(c) + 1'0? — (Nn, n) + o[(y, 2) —pf(0)]; 
am pus 


(y, 6) =2(Pm, y) + (a, n) - *'6, 
[T 


deci 


, 


T 
Din N < 0 rezultá 


(Nn, n) X —e|nl?. 


Deoarece V este o formá pátraticá pozitiv definitá, existá constantele 
o Și by pozitive, astfel ca 


ao | E12 < V (n, o) bo] C]. 
Fie M, = a c, Na = "mg, 


Considerăm domeniul E «ISl 
0 


M, 
b, ? 


1 1 
Dacă în acest domeniu |o|< > ES atunci | y| SEO 
0 
deci există u > 0 astfel ca (Nn, ale — y. 
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Fie acum v astfel ca | (y, $)| < v pentru € astfel ca y Co rad Ed 


< No - Alegem po = Ss +A), A>0 arbitrar, 
p 


ENT" u(1— A) E M, 
29 ATA Lenk e 2v[1 + a(l Ai? 

Se vede cá p, si 8, depind de Mo, no, «, decide e, No, x. Deoarece 
p > 0, rezultă o, > 0. Fie |o| > ën, Rezultă, 


dy 
ETE = (Nw, al —2of(oc) 3- oly, 5$) «(Nm x) — pio] Ifi] - v15l. 
Dar pentru | 6| > 3, avem |f (c)| > pọ deoarece f € Co.. a 
Rezultá 
Pifo) > v(1+4), plf(o)| — v> vA, 
deci 
dV 
— < (N — yA 
dt (Nm, m) Y |o] 
dacă 
M, 
Eaa | o| > 5. 
Fie acum |o| < ën, Rezultă 
dv 
E gg, n) + So(v + p app) 


căci f € Co.. a. Dar 
v+ pap =v+av+avÁ — v(1 + a(1 + A)) 


gi cum " 
punc M ON 
2v(1 + «(1 4- A)) 
rezultá 
1—A 
Bol papa) = SY + al +A) bo 
deci 
dV u A 
—— < (N ) cem 
dt (Na, mM + 2 
M, 
Dar è< E deci | c| < 3 implică |o| < — ES , deci 
A m 


N < — yu, deci — < — A 
(Nm, n) € H, dt 9 2 
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To ll ge, Să apli- 
0 


In definitiv, ʻa < — e(| EI in domeniul || 
căm acum propoziţia demonstrată mai sus în care 


UE > b(r) =b,r?, a(r)—a,r?, Ph. 


Atunci 
M M 
b (£1) = b, b o = Mo, e = a`! [b(e)] = Es = Fo: 
0 0 


Conform propoziției precedente rezultă  s,-stabilitatea asimpto- 
tică deci e,-stabilitatea asimptotică şi teorema e demonstrată. 

Observaţii. 1) Proprietatea de e,-stabilitate nu presupune numai- 
decit că sistemul admite soluţia banală. De aceea nu este necesar să pre- 
supunem că f (0) — O. 

2) Cazul releelor ideale se obtine dacá 8, — 0 gi se vede cá avem à, — 


= 0 dacá luám e, — 0. In acest caz rezultá deci stabilitatea asimptoticá 
in sensul obisnuit. 
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CAPITOLUL III 


TEORIA OSCILATIILOR 


Din punct de vedere matematic, teoria oscilaţiilor conţine problema 
existenței și stabilităţii soluţiilor periodice ale sistemelor de ecuaţii dife- 
rentiale. Se numesc, în mod uzual, oscilaţii liniare soluţiile periodice ale 
sistemelor liniare. 

Soluţiile periodice ale sistemelor liniare cu coeficienți constanti 
sau ale unor sisteme neliniare care nu depind explicit de t se numese uneori 
oscilaţii libere ; cînd în membrul al doilea al sistemului mai apare o funcţie 
periodică de t, oscilaţiile corespunzătoare se numesc forţate. În ultima 
vreme se studiază tot mai mult problema existenței soluţiilor aproape- 
periodice. 

În cele ce urmează vom prezenta unele fapte fundamentale relative 
la existența soluţiilor periodice gi aproape-periodice la sistemele de ecuaţii 
diferenţiale ordinare. 


$ 1. OSCILAȚII LINIARE 


Să considerăm sistemul 


dr 
— = A(t) +f (t), (1) 
dí 

unde A (t) si f (t) sint periodice de perioadă w. 

TEOREMA 3.1. Condiţia necesară și suficientă ca pentru orice funcție 
periodică f(t) de perioadă « sistemul (1) să admită soluţii periodice de peri- 
oadă « este ca sistemul omogen corespunzător să nu admită alte soluţii perio- 
dice de perioadă « decât cea banală. Dacă această condiţie este îndeplinită, 
soluția periodică a sistemului (1) este unică. 

Demonstrație. O soluţie a sistemului este periodică de perioadă w 
dacă gi numai dacă lol = z(0). Dacă soluţia este periodică, această 
condiţie este evident verificată ; dacă această condiţie este verificată, 
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soluţiile x(t + o) şi c (t) coincid pentru t = 0, deci, pe baza teoremei 
de unicitate, coincid pentru orice t, deci x(t) e periodică de peridadá w. 
Dupá cum am vázut ín capitolul 1, solutia generalá a sistemului (1) 
se scrie 


et? 2) = U(t) z+ C (t, s) f (s) ds. 


Reamintim cá U(t) = C(t, 0) si că C(t, s) este matricea care are 
drept coloane solutiile sistemului omogen, astfel ca C(s, s) — E. 
Rezultá 


slo; 2) = U (0) a, £V Co, s) f (s) ds. 


Conditia de periodicitate a solutiei se scrie 


Glo: Ly) = Lo, 
deci 


za =U(0) a +È Clo 9)f(9) ds 


Sau 
[E — U (9)] ay = | Cto, 9)/( ds. 


Condiţia ca acest sistem să permită determinarea lui z,, oricare ar 
fi funcția f, se scrie: 


det [E — U(w)] Æ 0. 
Aceasta înseamnă însă că ecuaţia 
U (o) £o = To 


nu are altă soluţie decît z, — 0. Dar U(t) x, este soluţia generală a 
sistemului omogen si conditia 
U(w) 2$ = To 
reprezintă tocmai condiţia de periodicitate pentru soluţiile sistemului 
omogen. Condiţia 
det [E — U(w)] 40 


este deci echivalentă cu cererea ca sistemul omogen să nu aibă alte 
soluţii periodice de perioadă «c, decît cea banală. Teorema e demonstrată. 

PROPOZIȚIE. În condiţiile din teorema 3.1 soluţia periodică unică a 
sistemului (1) se poate pune sub forma 


m(t) = en s)f (s) ds, 
unde i 
G(t, s)= UU)LE—U(o)]1U !(s) pentru O«s 
G(t, s) —U(t-- o) [E —U(wco)]| t U !(s) pentru 0 
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Demonstraţie. Dacă x, este valoarea inițială a soluţiei periodice a 
sistemului (1), avem 


T = [E — Dia" Co, s) f (s) ds. 


Soluţia periodică se serie deci 


s(t) = U (t) [E — U (oy Gi ei fiel ds + í C (t, s) f (s) de. 


Dar 
C (t, s) = C (t, 0) C(0, s) = U (t) U^! (s). 
Rezultá 
x(t) = U (t) [E — U(c)]! LON U !(s)f (s) ds + vol U ^! (s) f (s) ds. 


Putem serie 
em =È e, li às, 


unde 
G (t, s) = U (t) [E — U(c)] + U (0) U"*(s) + U (t) U^! (s) 

pentru 0 «s Êt < o, 

G (t, s) —U(t) [E — U(o)] 1  U(o) U^!(s) pentru 0 «t-— s « o. 

Aceste formule pentru G (t,s) pot fi aduse la forma din enunţ obser- 
vind cá 

U (t) [E — U(9)] U (%) U^1(s) + U(t) U 1(s) = 
= U (t) [E — U(e)] ! U (o) + Ej U 1 (s) = U (t) [E — U(w)]* U~? (s) 
eáci din 
[E — U (o) [E — U (o) — E 
rezultá 
[E — U (o) t — [E — U(o)] ! U(w) = E. 
Din relația 
[E — U(o)] [E — U(o)] = [E — U(o)] [E — Giel" 
rezultă 
[E — U (o) U (o) = U(o) LE — U (o) 
deci 
U (t) [E — U(w)] 1 U(o) U 1 (s) = U(t) U(o) [E — U(o)] t Us) = 
= U(t + o) [E — U(o)] ! U71(s). 
Propoziția e demonstrată. 
Să observăm că din această propoziție rezultă pentru soluția perio- 


dică evaluarea | z(t)| < M sup |f|, unde M depinde numai de sistemul 
omogen. 
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TEOREMA 3.2. Dacá sistemul omogen 


dx 
—— = A (tx 2 
SS (t) (2) 
admite soluții periodice de perioadă w, atunci sistemul adjunct 
dy 
— —4A(t à 
"m y A (t) (3) 


admite același număr de soluţii periodice liniar independente ca şi sistemul 
(2). Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (1) să admită soluții perio- 
dice este ca f să fie ortogonală pe soluţiile periodice ale sistemului (3), adică 


KIEREN 


v 


Yi- - -3 Y, fiind soluțiile periodice liniar independente ale sistemului (3). 
Demonstraţie. Dacă sistemul (2) admite soluții periodice, există ze 
astfel ca 


U(w) 2, = £- 
Am văzut în capitolul I că U71(t) are drept linii soluții liniar inde- 


pendente ale sistemului adjunct ; soluția generală a sistemului adjunct (3) 
se serie 


Y (£5 Yo) = Yo UT! (t). 


Condiţia ca această soluție să fie periodică de perioadă « se scrie 
tot sub forma 


y (o; Jo) = Ma: 
deci 


yo; U ! (o9) = Yo» 
sau 
Yo = Yo U (o). 


Trecind la transpuse obtinem sistemul 
U’ (0) Yo = Yo- 
Dar matricile U(w) — E gi U'(o) — E au acelaşi rang, deci sis- 
temele 
U (ol £o = To 
gi 
U” (e) Yo = Yo 
au acelaşi număr de soluţii liniar independente. 


Aceasta înseamnă însă că sistemele (2) şi (3) au acelaşi număr de 
soluţii periodice de perioadă « liniar independente. Condiţia necesară şi 
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suficientă ea sistemul (1) să admită soluţii periodice de perioadă o este 
ca sistemul de ecuaţii liniare 


[E — U (o) ay | Co s) f (s) ds 


sá admitá solutii. Sá presupunem cá sistemul admite o solutie periodicá. 
Fie y (t) o soluţie periodică a sistemului (3); să inmultim egalitatea de mai 
sus cu y (0). Avem 
y (0) [E — U(o)]2,=y (0) U (9) Vu) f(4) de. 
e 0 


Dar am văzut mai sus că dacă y (t) e soluţia periodică a sistemului (3), 
atunci 


y (0) = y (0) U (0) 


deci 
y (0) [E — U(w)] =0. 
Rezultá gi 
y (0) [E — U(o)] y — 0 
deci 
y(0)| Giel U^ (s)f(s) ds = o 
e 0 
sau 
| y (0) Diet U-1 (8) f (s) ds = 0. 
Dar í 
| y (0) U (e) = y (0) 
gl 


y (0) U * (s) = y (s) 
deci conditia devine 


(yte) f(s) ds — 0 


şi am demonstrat cá cererea din enunţ e necesară. 
Să presupunem acum această condiţie îndeplinită. Rezultă că 


Yo Ulo) U-18) f(s) ds =0 


«0 
pentru toate soluţiile y, ale sistemului 


yo = Yo U (%9). 
Rezultă că sistemul 


WR —U(e)]—0, y U (o) U-1(8) f (s) ds = 0 


e 
d 
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are acelaşi număr de soluţii liniar independente ca gi sistemul 

Yo [E — U(o)]=0 
deci matricea E — U (w) si matricea extinsă la care s-a adăugat coloana 
| U (w) U71(s) f(s)ds au acelaşi rang. Dar conform teoremei lui Kronecker - 


./0 
Capelli, aceasta este suficient pentru ca sistemul 


[E — U(o)] a, =È Uto) U71(9)f(s) de 


y 


să aibă soluţii şi teorema e demonstrată. 

În cazul cînd condiţia de ortogonalitate din teorema 3.2 nu este 
verificată, sistemul (1) nu admite soluţii periodice şi are loc fenomenul de 
rezonantá : toate solutiile sistemului (1) sint nemárginite. 

TEOREMA 3.3. Dacă sistemul (1) nu are soluţii periodice, afară de 
soluția banală, atunci toate soluţiile sistemului sînt nemárginite. 

Demonstrație. Dacă sistemul (1) nu admite soluţii periodice, există 
o soluţie periodică de perioadă « a sistemului (3) astfel încât 


EICHER 
. 0 


Notind cu y, valoarea initialá a acestei solutii avem 


| Yo [E — U(«)] —0 
ȘI 


Ya | U (t) f(t) dt +0. 
0 
Fie zx (t) o soluție oarecare a sistemului (1). Avem 
z(t) = U(t) 2(0) +È Om. s) f(s) ds = v | «to +| U-31 (8) f (5) de], 
.0 0 
deci 
t£ (o) — U(o) em Hi U (s) f (s) di ; 
+0 
de unde deducem 


Yo giel = y, U (e) 2(0) + y U (c) | U-1(8) f (8) ds = 
0 


= yo 210) + yoh U7()f() de. 
0 
Mai departe, putem scrie 


t (t + o) = U(t) 2(0) + | C (t, s) f (s) ds, 
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căci în ambii membri avem soluţii ale ecuaţiei care coincid pentru t = 0. 
Rezultá 


(20m) = U(o) ei + WM U (s) f (s) d ; 


de unde 


yo t (2€) = ys x (o) + y V U !(s)f(s) ds = y, 2(0) + ah U (s) f(s) ds. 


.0 


Arátám prin inducţie că 


Yo 2 (no) = Yo 200) + ny, Y U71(9) (5) ds. 


Avem 
c (t + no) = U(t) z(no) + ( C (t, 8) f(s) ds, 


căci in ambii membri sînt soluţii ale sistemului şi acestea coincid pentru 
t= 0. Rezultă 


€ [(n +1) 6] = U(o) EZ + U U (s) f(s) d 
deci 
Yo t [(» +1) 0] = yo T (NO) + Yo y U-1(s) f(s) ds = 


= yo t (no) + (n + 1) Yo C U-1(s) f (s) ds. 


«0 
Cum din felu: în care a fost ales y, rezultă 


y, V U^ (s) f(s) ds +0 
din formula l 
Yo T(NO) = yo T(0) + NYo Ñ U-1(s) f (s) ds 


rezultă că soluţia z (f) nu poate fi mărginită, căci atunci şirul numeric 
Yo t (n) ar trebui să fie mărginit. Teorema este demonstrată. 


$ 2. SOLUȚII APROAPE-PERIODICE ALE SISTEMELOR LINIARE 


Teoremele demonstrate pînă acum au avut un caracter pronunţat 
algebric. Vom stabili acum o teoremă mai slabă decît teorema 3.1, folosind 
o funcţie Liapunov ; interesul acestei teoreme constă în faptul că ea se 
poate extinde în cazul sistemelor aproape-periodice. 
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Sá incepem cu urmátoarea observatie simplá : Dacá un sistem periodic 
¿=f(t, 0), f+ e, z) —f(t 2) 
admite o soluţie mărginită x, (t) astfel încât 
lim [Ty (t + €) — c, (t)] = 0, 


atunci el admite o soluţie periodică. 
Intr-adevár, sirul 


La = c (no) 
este mărginit, deci din el se poate extrage un subsir x,, convergent către 
un punct z'. Din ipotezá rezultá pentru orice n 


lim [zo ((n + 1) o) — s (no)] = 0, 


deci 

am (Ba 21 = g 
Din 

lim La, P 
k->00 
rezultá 
lim ei: 2,,) =w(t; a) 
k— 2 

şi din 

lim Dat = Ka 

k— ao 
rezultă 

lim x(t; Papa) = L(t; v). 
k->00 
Dar 
GIL: Layt) = c(t; Lo [n + 1) 9]) = T(t + (n, +1) 0) = 
= ade (t -- € +0) =2(1+ e; ay (n, o)) =at F o; Da) 
Rezultă 
lim g(t; 2, ,,) —lim x(t4 0; 2,) —z(t-- o; 2”), 
k- 20 k— o0 

deci 


x(t; x) =at Les) 


şi soluția determinată pentru t = 0 prin valoarea x* este periodică. 

Să considerăm acum sistemul (1) si să presupunem că soluția banală 
a sistemului (2) este asimptotic stabilă. 

Fie x(t) o soluție oarecare a sistemului (1); deoarece zx, (t + œ) este 
de asemenea soluție a sistemului (1), rezultă că Zell + e) — elt) este 
soluție a sistemului (2), deci 


lim [as (t + al — 2, (t)] = 0. 
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Prin urmare, pentru a deduce că sistemul (1) admite o soluţie periodică: 
este suficient să arătăm că soluţia banală a sistemului (2) este asimptotic 
stabilă gi că sistemul (1) admite o solutie márginitá. Vom aráta insá cá, 
chiar in conditii mai generale, dacá solutia banalá a sistemului (2) este. 
uniform asimptotic stabilă, atunci sistemul (1) admite o soluţie mărginită... 

LEMA. Se consideră sistemul (1) unde A(t) și f (t) sînt presupuse măr- 
ginite pentru t > 0. Dacă soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimp- 
totic stabilă, atunci toate soluțiile sistemului sînt mărginite pentru t>0. 

Demonstraţie. Conform teoremei 1.6” există o formă  pátraticá 
(V (t) x, z) cu proprietăţile : 


uz]? «(V(t) a, 2) Mle, 
(ar c, gd + 2(Vzx, A(t) 7) = — | z 1/2 
dt 
Folosind aceleaşi calcule ca în demonstraţia teoremei 1.7, deducem 
dv" 
dt 


= — | æ(t; ty, 2) |* + 2(V (t) ett: to, £o), f (t)), 


unde z (t; to; 2) este soluţia generală a sistemului (1) şi 
V" (t) — (V (t) z(t; to, Lo), T(t; tos Lo)). 
Dacá 
L = sup | f(t) | 
(20 
deducem 
dv” 
dt 


< — | a(t; to, 29) |? 4 2ML| x(t5 to, Lo) |. 


Sá considerăm acum o soluţie oarecare cu | 1, | < 2LM. 
Rezultá 


V" (to) = (V (to) To, To) < M | £o |? <4L?2M3, 
Demonstrám că pentru orice t> 0 avem 
V" (t) < 4L? M°. 
Dacă afirmația nu ar fi adevărată, ar exista t, > t, astfel încît 

V“ (t) = 4L? M° 
gl 

V"(t)  AL?M? 
pentru f, <t<t,. Dar atunci 

dv" 
dt kA dl 
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Pe de altá parte, 
4L* M? = V"(t,) < M | x(t; to, 2) |*, 
deci 
| a(t; tos 29) |7 4L?M?,. | x(t,; tos Zull 2LM. 
Avem 
dv" 
dt jk 


ceea ce contrazice inegalitatea gásitá mai sus. Existenta lui t, este con- 
tradictorie, deci 


<| ælt; to, all (CLM — | a(t; to, 2) 1) « 0, 


V" (t) <4L2M3 
pentru orice t> t, deci 


ul ælt; tos 2o) |? «CV (t) < 4L M., 


ceea ce arată că soluțiile cu | z,| <2 ML sînt mărginite pentru t> tọ, 8i 
anume | x(t; t, 2,)| < KL. Din cauza stabilității asimptotice uniforme 
rezultă că toate soluțiile sînt mărginite si lema e demonstrată. 


Tinind seamă de această lemá gi de consideratiile preliminare fácute 
rezultă că dacă soluția banală a sistemului (2) este asimptotic stabilă, 
atunci sistemul (1) admite o soluție periodică unică, asimptotic stabilă. 


TEOREMA 3.4. Se consideră sistemul (1) cu A (t) și f (t) aproape-perio- 
dice. Dacă soluția banală a sistemului (2) este uniform asimptotic stabilă, 
atunci sistemul (1) admite o soluție aproape-periodică unică, uniform asimp- 
totic stabilă şi care verifică o evaluare de forma : 

|æ(t)|<K sup |f(t) 1. 


Demonstraţie. Din lema precedentă rezultă existenţa unei soluţii már- 
ginite u (t). Din 


à (t) = A (t) u (t) + f (t), 


4 (t Lis À (t 4- x) u (t 4-2) 4- f(t 4- 5), 
rezultá 


ú (t +7) —4 (t) = A (t) [u(t + 7) — u(t)] + 
+ [A (t 4- *) — A (t)] u (t 4- *) -- f(t 4- *) — f (t). 


Fie M, =sup|u(t)| +1, 7 0 — aproape perioadá comuná 


E 
2M,K 
pentru A și f; K e constanta, depinzind numai de sistemul (2) a cărei. 
existentá a rezultat in lemá. 


Fie y (t) soluţia sistemului (2) cu : 
y (0) = u (7) — u (0), 
v(t) = u(t + 7) — u(t) — y(t). 
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Avem 
v (0) = 0 
SI) =4 (t + 7) — 4 (1) — y (t) = A (t) [u(t + 7) — u (1)] + 

HIA +T) — A (0] 9 (147) HFH 9) — f() — A (8) y (0) = 

= Á (t) v (t) + [A (t +7) — A (t)] u(t + 7) + f (t +) — f(t). 
Conform lemei rezultá 

ot) | <K sup | [4 (1 +7) — A(0] wv (t + 7) +f 2) — f(01 < 

« K (sup | A(t +7) — A(t)| sup |u(t4+7)| + sup |f(t +7) —f(t) 1) < 


<E | € € |= € € 


ŞI 


su IL Ze 
2M.K p |u(t+ ITA. 


Prin urmare | u(t + +) — u(t) — y (t) | < Š pentru t> 0. 


Deoarece solutia banalá a sistemului (2) este uniform asimptotic 
stabilă, avem 


| y (t) | < Be-* |y(0)| < 2M, Be-*, 
Există T > 0 astfel încît dacă t > T să avem 


E 
t E 
| y (t) | B 
Dar atunci, pentru t > T, rezultá 
E E 
u(t +7) —u(t)| ei zb —=E€. 
| u(t + v) — u (t) | E 


Rezultă cá pentru c > 0 dat există l (e) si T (e) astfel încît în orice interval 
de lungime ] să existe un număr 7 cu proprietatea cá | u(t + 7) — u (t)| <e 
pentru t> T. 

Dar aceasta inseamná cá u (t) este o functie asimptotic aproape-peri- 
odicá. Atunci, pe baza teoremei fundamentale a lui Fréchet avem 


u (t) = zp (t) +0 (t), 

unde z,(î) este aproape-periodicá gi 

lim w(t) =0. 

t-a 
Avem 

Eo (t) + ò (t) = A (t) £o (t) + A (t) e (t) + f(t). 
Dar A (t) o (t) are limita zero gi A (t) xq (t) + f (t) este aproape- 

periodică ; pe baza teoremei fundamentale de descompunere a lui Fréchet 


rezultă : 
Ey (t) = A (t) £o (t) + f (t) 
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deci x, (t) este o soluţie aproape-periodicá a sistemului (1): Din 


u(t) <K sup IfI 
rezultá 


| sot) <SML 4- | ext) |. 
Fie e > 0; din 
lim w(t)=0 
t-> œ 
rezultă că există T > 0 astfel încît pentru t > T să avem 


E 
PO 


Rezultă 


lay (| « ML-E— , 
pentru t> T. Fie acum t arbitrar; există o e — aproape-perioadá astfel 


încît t + r > T. Atunci | 2,(t Lal ML + > 
gi 

E 

| so (t + T) — zo (t)] RER 
deci 
| ay (t)| <S ML + e. 
Deoarece e > 0 a fost arbitrar, rezultá 
| £o (t) | < ML. 

Teorema este complet demonstratá. 


$ 3. SISTEME CVASILINIARE 


Trecind la studiul sistemelor neliniare incepem cu cazul cel mai 
simplu al sistemelor evasiliniare de forma 


dz 
dt = A (t)æ + f (x,t), (4) 
unde A(t) este o matrice periodicá gi f(x,t) este periodicá in raport cu 1 
cu aceeaşi perioadă w ea şi A(t). 
Vom presupune că sistemul liniar 
dz 
—— = A (t)x 
d (t) 
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nu admite alte soluţii periodice de perioadă œ decît soluţia banală. În 
acest caz am văzut că există o matrice G(t,s) astfel încît soluţia periodică, 
unică a sistemului neomogen 


de 
— A 
p (oe + g(t) 


se scrie sub forma 
x(t) ch G (1,8) g (s) ds. 
Formám ecuatia integralá neliniará 
s (t) = | Gt) f [o (s), s] de. (5) 


Orice soluţie continuă a acestei ecuaţii reprezintă o soluţie periodică a 
sistemului, căci dacă ţinem seama de expresia matricii G(t,s), ecuaţia 
integrală devine 


a(t) = U(t) [E — U DEN C (o; 8) f [æ (s), s] ds + | € (t, s) f[u(s), s] ds 
gi deci 
dz (t) ES 


242 — A (9 U (t) [EU (ob € (o5 s) f Lo (hal de + f Lo (0,0] 4 


db Y A (t) € (t, s) f [æ (8), s] ds = A (t) x (t) + f [o (t), t]. 


Reciproc, dacă «c, (t) este o soluţie periodică a sistemului (4), ea 
poate fi consideratá ca solutie a sistemului liniar 


d 
y TAH 2 + f [oo (t), t] 


si această soluție periodică e unică gi reprezentată de formula 
zo (t) =È G (59) f [o (8), $] ds, 
“0 


deci x, (t) este solutie a ecuaţiei integrale (5). 

Rezultă că problema găsirii soluţiilor periodice ale sistemului de 
ecuaţii diferenţiale considerat este echivalentă cu problema găsirii solu- 
tiilor unei ecuaţii integrale neliniare. Pentru demonstrarea existenței 
soluţiilor acestei ecuaţii vom folosi metoda punctului fix. 

Considerăm spaţiul Banach al funcţiilor vectoriale continue gi 
periodice, de perioadă vw, cu norma 


| (8) |] = max | æ (t) |. 
Oe Leo 
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Definim in acest spatiu operatorul 
Q[o ()] = | G ei f [æ (3), s] ds 
0 


care aplică acest spaţiu în el însuşi. Într-adevăr, din cele ce precedă se 
ştie că Q [a (1)] este soluţia periodică a sistemului liniar 


E A (t) y + Lot], 

di 

deci este o funcţie continuă şi periodică de perioadă w. 
Ecuația integrală se scrie 


æ (t) = Q Lei 


deci soluțiile ei sînt acele puncte ale spațiului care sînt transformate de 
către operatorul Q în ele însele, deci punctele fixe ale operatorului Q. 
În acest fel problema demonstrării existenței soluțiilor periodice pentru 
sistemul de ecuații diferențiale considerat se reduce la aceea a demonstră- 
rii existenței punctelor fixe ale operatorului Q. Cea mai simplă teoremă 
de punct fix o constituie așa-numitul principiu al contractiei, valabil în 
orice spațiu metric complet. Anume, dacă un operator Q aplică o sferă 
a spațiului în ea insági gi în plus contractă distanțele, atunci operatorul 
admite un punct fix si acest punct fix e unic. Condiția de contractare a 
distanțelor se scrie 


e[Q(z), Q(y)] < y e (2,4), 0 <p « 1. 


Principiul contractiei reprezintă, după cum se ştie, forma abstractă 
a metodei aproximaftiilor succesive. 


Să presupunem cá pentru orice c, şi 2, avem relaţia : 
|f (a t) = (45, t) | < B (t) |æ D La |; | B (s) ds — SC q< 1, 
. 0 


M = sup |G (t,s) |. 
oxtsso 
Rezultá 


| Q [a (0] — Q (e (011 = IÈ € (1,5) (f Lo, (8), 8] — f Los (6), ef del 


< 16 (îs) LIF [æ (5), 8] — f Lë, (5), 5]. ds 


«Vie (,8)18 (s) | 2, (8) — 


— 22 (8) | ds < Mila — ll B (6) de < M Nail alla — nl 


deci (2 este o contractie. 


Deducem cá Q are un punct fix unic, deci sistemul considerat admite 
o solutie periodicá unicá. 
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Condiţiile impuse funcţiei f sînt foarte puternice ; se cere ca această 
funcţie să fie lipschitziană în tot spaţiul, de exemplu ca derivatele ei 
parțiale să fie mărginite în tot spaţiul. De aceea este de dorit să înlocuim 
această condiție cu o condiţie Lipschitz locală. Pentru aceasta să punem 


f (0, t) = g (t), F (zx, t) = f(x, t) — f (0, t). 
Sistemul (4) se scrie 
CL = A() w + g(t) +F (0,1) 


Ecuația integrală echivalentă cu sistemul devine 
x(t) = | G (î,s)g(s) ds + | G (t,s) F [x (s), s] ds. 
. 0 0 


Dar " G (î,s) g (s) ds reprezintă soluţia periodică unică a sistemului 
0 
dz 
— = A (t) « 4- g (0); 
Se (t) g (t); 


să notăm această soluție cu € (t). Ecuația integrală (5) se scrie deci 
x (t) = (t) + | G (t,s) P [x (s), s] ds. 
0 


Să presupunem că există 0 < q < 1 astfel încât în sfera|| v — o | «: L 


eu E | D ||, funcția F să verifice condiţia 
—4 


F (m, t) — F (03 01 <B(0] 0 — 22l; WO ds. 


Atunci operatorul Q aplică sfera le — D|| < L $n ea însăşi și este în 
această sferă o contracție, deci sistemul admite o soluție periodică unică în 
sfera | v — Ob || « L. 

Într-adevăr, fie æ (t) astfel ca ||x — || < L. Avem 
| Q [æ (t)] — 6 (t) | = 


em ap [o (8), 33 ds |< M È IF [o(9) c] ds < 
. 0 0 


«uo (1o (9) 1 de < M lal 8 (9) ds <qllal — gla — eroi < 
«0 0 


1 — 
<qllæ dl + al< + ql 91 <qL + q L-L 


deci || Q (x) — O || < L. Faptul cá Q este o contracție se vede ca mai sus. 
Dacă inlocuim principiul contractiei cu o teoremă de punct fix mai 
finá, putem inlocui conditia ca f sá fie lipschitzianá cu alte conditii mai 
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slabe. Vom folosi in cele ce urmeazá teorema lui Schauder sub forma urmá- 
toare : dacă operatorul Q aplică o sferă a spaţiului Banach în ea însăşi 
și în plus Q este complet continuu (compact), atunci Q admite cel puţin 
un punct fix. Reamintim că un operator se numeşte complet continuu, 
dacă aplică orice mulțime mărginită într-o mulţime relativ compactă. 
În spaţiul Banach al funcţiilor vectoriale continue, periodice de perioadă vw, 
condiţia ca o mulţime să fie compactă e dată de teorema lui Arzelá : e 
suficient ca această mulțime să fie formată din funcţii uniform mărginite 
şi egal continue. 

Să arătăm că operatorul (2 considerat mai sus este complet continuu. 


Dacă || x || < a, rezultă | Q (v) || = sup | ( Gt. s) f [æ (s), s] ds | < M o L, 
unde L = sup |f (x,t) |, deci mulţimea funcţiilor Q[z (1)] este uniform 


le! <a, 0<t<O 


márginitá. Pe de altă parte, funcțiile Q [x (t)] sint chiar derivabile gi avem 


L Q [æ (t)] = A Q[o (t)] + f [x (0), t] 
deci 


ld 
E Q [a e 


< sup] A (t)| M oL +L, 
0<t< o 


deci derivatele funcţiilor Q [x (t)] sînt uniform mărginite, ceea ce arată 
că aceste funcţii sint egal continue. Mulțimea Q [æ(t)] rezultă relativ 
compactă dacă || 2 || < «, deci operatorul Q este complet continuu. Pentru 
a putea deduce existenţa unui punct fix rămîne să găsim condiţii care 
asigură că există o sferă pe care Q o aplică în ea însăşi. 

Pie |f (v,t)) < 8(|o]); dacă există a, astfel încât === B (æo) <-> , 

Go o 
atunci operatorul Q. aplică sfera || || < «y în ea însăși. 
ntr-adevăr, dacă || || < ag rezultă 


|f (2 (t, t)] < B (og) si 
| € (x)| < M eB (a) < M o 


Xo 


== Xo- 


În particular, dacă există Bei K astfel încît în tot spațiul |f (t, x) | < 
«Ble| +Eşip< — > atunci Be A M ee E ai 
€) c 


D Lë D A A 1 
lim BUO = B < E sv există ay astfel încât (ao) ees 
a+ o. (X Mo Go Mo 


> atunci siste- 


Rezultă că dacă |f (t2) | <Ble]| +K și p< 


mul (4) admite cel puţin o soluţie periodică de perioadă w. 
Vom stabili acum un rezultat mai fin care permite anumite aplicații 
în teoria servomecanismelor neliniare. 
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TEOREMA 3.5. Considerám sistemul 


SL — A (2 ael) +E (00) ERT 


Presupunem că A(t) şi e(t) sînt periodice de perioadă w, sistemul 
liniar Se = A (t) 2 nu are alte soluţii periodice de perioadă œw decît soluţia 
banală, F (x,t) e periodică în t de perioadă œw, |F (x,t)| <L pentru orice 
x git, | P (2, t) — F (£a t)| < B |a — v, | pentru orice a, £, si t. În 


plus, presupunem că există ry > 0 astfel încât pentru |x; | > Yo || > 
>To să avem 


1 
(LN (2,,t) —F (2%,,1t)| < B| e, — tal, B Sar ai BUD Gita) le 


În sfîrşit, presupunem că există y > 0 astfel încît 


1—M of 
CAT 


E = t€ [0,9], | O (t 
mes mes {tE [0,9], | 6 (0| ai < MB 


d (t) fiind soluția periodică unică a sistemului “= = A(t) 2 + e(t). În 
To + MLo 
T 


aceste condiții, pentru A > Ay = sistemul admite o soluție periodi- 


că unică de perioadă w. 

Observaţie. Ipoteza |F (x,t)| < L este suficientă pentru a permite, 
pe baza consideratiilor precedente, să deducem existența soluţiei perio- 
dice pentru orice A. De aceea esentialul în teorema pe care o demonstrăm 
este unicitatea soluţiei periodice pentru A > Ay. În ceea ce privește ipo- 
tezele ele diferă de cele al rezultatului bazat pe principiul contractiei prin 
faptul că funcţiei F i se cere să admită o constantă Lipschitz mică numai 
pentru |x| > r, 8i în schimb se impune o condiţie suplimentară soluţiei 

O (t). Subliniem faptul că în condiţiile teoremei unicitatea se obţine 
numai pentru A > Ae, 

Demonstraţie. Soluţiile periodice de perioadă o ale sistemului veri- 
fică ecuaţia integrală 


€ (t) = 120 (t) + Le (t, s) F [x (s), 8] de. 
0 


Rezultá cá pentru toate solutiile periodice avem 


læt) —AXo(t)| <Lo M, 
deci 
Iz (122319 ()] —LoM. 
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Pentru t €[0,w] — E, = CE, va rezulta |æ (t) > An —L o M>r, 
dacă A > X, Dacă a, şi z, sint două soluţii periodice de perioadă «w 
avem 


e (t) — 2, (t) =È € (t, 8) {F La, (8), $1 — F Lo, (9), ef de = 


— € (63) Ln, (8), 8] — Fla, (8), sI) de + 
JE, 


+À 6 ( PI, (8), 51 — P Lo, (8), si de 
deci 
| 2, (t) — 2, (| <MB| 2, — zl mes E, + e M Bl| 2, — zll 
căci mes CE, < o gi pe CE, avem |2, (t) | > Yo, | La (t) | > Yo. 
Rezultá 
| 2, — £ | < M(B mes E, + e B) | 2, — «; |l. 
Din 
1—M op 
mes E, «—-——————— 
i MB 
rezultă 
MB mes E,-- Mog -—1 
şi inegalitatea obţinută implică || x, — z, || = 0, deci 2, = z, Teorema 
e demonstratá. 


TEOREMA 3.6. Dacă la condiţiile teoremei precedente adăugăm condiţia 
ca soluția banală a sistemului 


dy 
—— = A(t 
SS (t) y 
să fie uniform asimptotic stabilă, deci | y (t; tos Yo) | < Ke “0 | Yol, şi în 
plus p < min ro ur 
K Mo 
gi 


mes {tE [0,0], | ® (t) | = 0} = 0, 
atunci există X, astfel încît pentru X > ^, soluţia periodică unică este uni- 
form asimptotic stabilă. 

In K + BK y 


Demonstrație. Fie u 0 arbitrar, t > 
a — KB 


; atunci 


q = Ken e «tb < 1, 


Fie N cel mai mie număr natural astfel ca N o rt. Deoarece 
mulțimea punctelor pe care € (f) se anulează are măsura nulă, rezultă 
că există y > 0 astfel încât 


mes {tE [to to + No], |D (t| < n} < y. 
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Într-adevăr, funcţia O (t) fiind periodică avem pentru orice t, > 0 


mes {tE [ta to 3- No],|0(0)| 0) —90. 
Dar 


{tE [to to +N œ], | ® (t)| = 0} = Dute [tos ty + No], | O (î)l<n, 
unde y, este un gir monoton descrescător care tinde către zero. 
Rezultá 

lim mes {t € [to to + N 01,10 (1) | < n} = 0, 
į =p 00 
deci există 7 > 0 astfel ca 


mes {tE [to t + oll OHI < y « w 


y depinzind numai de y şi nu de t, (căci măsura translatatei unei mulțimi 
este aceeaşi cu cea a mulțimii date, iar (t€ IG to + N e], | 0 (t)| < ad 
este translatata cu i, a mulţimii (t€[0,NoJ],| ®© (| < n} din cauza 
periodicitátii funcţiei O). 

Pentru y astfel găsit luăm 


| 27; + ka 
Y) 


Mo 
Punem 
F, =(8 Elto t], | 6 (s) | Cm. 


Pentru 0 < ty « t « t, + No avem mes F, < y. Fie x,(t) soluţia, 
periodică unică a sistemului, care există pentru A > Ae conform teoremei 
precedente. Din relaţia 


to (t) = à 9 (t) + X (t, 8) P La, (8), 8] ds 


rezultá 
| €, (t)—20 (1) | « LM o, 
deci 
[2 (| 2 11 D(t) | — LIMo. 
De aici deducem că pentru s € [t,t] — F= CF, vom avea 


[2,(8)] 2» — LM o È 2r, Fie c (t) o soluţie a sistemului, 


yo = L (to) — «s (to), y (t) = a(t) — e(t). 
Avem 
dy (t) 


dt = A (t) y (t) + F [y (t) + 2%, (t), t] — F Loo (t), t]. 
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Rezultá 


y(t) = € (t5 to) Yo + | C (t, s) Fly (s) + 2 (8), s] — F [2 (s),s de = 


to 


= C (t; to) Yo + > € (t,8) {F [y (s) + 24 (s), 8] — F [a (8), sh ds + 


+ T C (G5) UP Ly(s) + 2 (8), 8] — F [o (8), 5]) de. 
Fie 
. r 
Rer, ez 
Deoarece K' > 1, există un interval dincolo de tọ pentru care 
|y (s)| < ro; avem 
| y (s) + Zo(s) | >| zo(s)! — Iy (s) |, 


deci pentru valorile lui s pentru care | y (s)| < r, şi care aparţin lui cr 
va rezulta, 


| y (s) T a (8) | > ATQ — To = fo. 
Rezultă că pentru 0 « t, <t « to +T «tj + No vom avea 
|y (0 |< Ke-**-9 1991 4 BET et] y (s) | de + 


"m 
+ Ep etl y (s)| ds 
dex, 


dacă pentru t < $ < t avem | y(s) | < ro. 
Punind 


u (t) = | y (t) | e”, 
inegalitatea se scrie 
u (t) < Ke% | y, | e BK u (s) ds +| B Ku (s) ds. 
a Jor, 
Considerám functia másurabilá 
k (s) = | BK pentru scF,, 
BK pentru sc CP, 


Inegalitatea precedentá devine 


u(t) < Hero] y, | + | k (8) u (s) ds. 


fe 
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De aici deducem 


t 
| k (3) ds | ¿ BKds | ¿BKds 
le F CF < 
u (t) < Ke*t|y,|e = Keto | yle ” e ” 
< Keto | Yo | eBKu efg Eto, 
deci 
|y (t) | < KeBEn |y, | e eEb  ; 
de unde 


|y (| <Ke"*"|y,| = q K'|9yo| < gro 


pentru orice t > to, ceea ce arată că inegalitatea |y (t) | < rọ se menţine 
in tot intervalul t < t < t, + 7, deci in tot acest interval avem 


|y (t)| < qK' | yo | ec ES (o, 
In particular 


[y (to + T) « qK'|yg | ec 79* = q] gel, 


Deoarece constanta q nu depinde de t, putem lua ca moment ini- 
tial pe i, + 7 şi deducem 


Iy (to +27)| <ql y (t +7)1|<q ly! 
8i prin inductie obtinem 
|y (tj +97)|<Yl|Yol. 
Fie acum t > t, > 0. Există n astfel ca 


nt < tt, « (n 4-1) 


deci 
Iy (0| « q^ |y (t tnt) «qX fiyl. 

Din 

vii. q<1 

T 
rezultă 
tt, 11e inq 

qug =e" j 

luînd 
Qus m 
T 

deducem 


y (t)] < K' es o | y, |, 


ceea ce arată cá soluţia azQ(f) este exponential stabilă şi teorema e 
demonstratá. 


Sá observám cá dacá 
LM 
A => M To t LM > m > 2, 
H 
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Stabilitatea asimptoticá va fi asiguratá dacá 


m-——1)r 
|y pue e. 


K 


deci domeniul de atracţie poate fi oricît de mare cu condiţia ca A să fie 
suficient de mare. 


Aplicații. 1° Considerăm sistemul 
M (t) [a e(t) + C$ + Dx] pentru |à e (t) + C$ + Do | «1, 
SL Ad + Ba —4 M (t) [A elt) + Ct + Du] 
| à e(t) + Ce + Da | 


unde A, B, C, D sint matrici pátratice constante, de ordinul », M(t) o 
matrice pátraticá de ordinul », cu derivatá continuá, periodicá de perioadá 
4, A — 0. Presupunem verificate condiţiile : 

a) matricile C şi D sint permutabile cu A și cu B. 

b) Părţile reale ale rădăcinilor ecuaţiilor 


det (A4? E + Aà + B) — 0, 
det (C2 D--E3)—0 


sint negative; E este ca de obicei matricea unitate. 
c) e(t) este periodicá, de perioadá «w, admite derivatá de ordinul 
al doilea continuă şi 


mes (t€[0,0], | e(t) | = 0} = 0. 


Atunci există A, astfel încît pentru à > A, sistemul admite o soluţie 
periodică unică şi această soluţie este asimptotic stabilă; domeniul ei 
de atracţie creşte cu A şi tinde la infinit cînd à — co. 

Demonstraţie. Fie 


pentru | à e(t) + C2 -Doz| 71, 


u pentru |u| « 1, 


g (v) —1 ,, 
— — pentru | «| 7 1. 


| u | 


Considerăm sistemul auxiliar 


t = — 0! Dx + Cty — a O~: e (t), 
y = — Ay + z + CM (t) g (y) + a (è (t) + Ae (t), 
& — — By + DM (t) g (y) + A Be (t). 


Acest sistem verifică toate condițiile din teorema precedentă. 
Sistemul liniar corespunzător se serle 


g = — 0i Dz +y, y = — Áy +z, = — By. 
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—C1p 0-1 O 
O —A El; 
O —B O 


valorile proprii ale acestei matrici vor fi cele ale matricii 


Rb 
—B O 
Şi cele ale matricii —C71D, 

Deoarece rădăcinile ecuaţiei 


det (C-1D+1E£)=0 


Matricea lui este 


au părţi reale negative, matricea —C ! D este hurwitzianá. Ecuația 


—A —A E E 
det 7 sl 
se mai poate serie 
—A —AE E 
der —B —A N-NE O )- i 


deci 
det (A2 E + AA + B)=0 


deci conform ipotezelor gi matricea 
(= o) 
—B O 
este hurwitziană. Rezultă că soluția banală a sistemului liniar de primă 


aproximație este asimptotic stabilă. 
Considerăm acum sistemul liniar neomogen 


g = — C-i Dg + Ciy — 0 let), 
y = — Ay + z + (é(t) + Ae (t)), 
$ = — By + Be (t). 


Acest sistem admite soluția periodică z = 0, y = e(t), z = 0. Dato- 
rită proprietăților sistemului omogen, această soluție periodică e unică; 
conform ipotezei făcute asupra funcției e(t), soluția periodică verifică 
condiţia din teorema precedentă. Rămîne deci sá verificám proprietățile 
termenilor neliniari. Primul grup de ecuații nu conține asemenea termeni. 
Termenii din ultimele două grupuri sînt de forma COM (t)g (y) şi 


DM (t) g (y). A SEA ge 
Cum |g(u)| <1, condiţia de márginire e verificată. 
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Mai departe, dacă |u | <1, | u,| <1 avem 


Ig (4) — g (Ug) | = | 4, — uz |. 
Dacă 1<|u, |< | uz | fie us = P uz; atunci | g(u) — glua) | = 
Ha 
1 
EN Y; E Wo. = 1 -i n = | "4, — wg | < 
| t | | us | | 24 | | us | | w | 
1 
<—— | Uy, — ug | 
| w | 
Dacá 
(nal <1 < |u], 
atunci 
u 
|g(u,) — g (all =|4, — A | 4, — ua 
| ug | 
Rezultă că pentru toti u, şi u, avem 
1g() — 9 (Ua) | < li — ug | 
deci g este lipschitzianá. Dacă | w,| > | 4, | > ry, rezultă 


1 
| g (93)—9 (ua) | EE NON 
| 4, | To 


deci dacă r, este suficient de mare constanta Lipschitz în regiunea r > re 
poate fi luată oricît de mică. Deducem că sînt îndeplinite toate condiţiile 
din teorema precedentă şi deci pentru A > A, există o soluţie periodică 
unică a sistemului si această soluţie este exponential stabilă. Sistemul 
dat iniţial se poate scrie 


d = y, y = — Bx — Ay + q (2, y,t), 
unde 
M (t) [a e (t) + Cy + Dx] pentru | 2 e(t) + Cy + Dx| < 1 
p (1, y,t) = E (f) [A e (t) + Cy + Dz] 
| A e(t) + Cy + De 
Se vede că q e mărginită si cum sistemul liniar 
$ = Y, y = — Bx — Ay 


pentru | à e (t) + 0y+Dz| > 1. 


are matricea | e p hurwitzianá, rezultá cá sistemul dat admite 


o soluţie periodică de perioadă vw. Pentru a deduce unicitatea si stabili- 
tatea acestei soluţii vom arăta că orice soluţie a sistemului dat verifică 
sistemul auxiliar; cum soluţia periodică a sistemului auxiliar e unică, 
soluţia periodică a sistemului dat, care există, rezultă unică. Din stabi- 
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litatea asimptotică a soluţiei periodice a sistemului auxiliar va rezulta, 
stabilitatea asimptoticá a solutiel periodice gi pentru sistemul dat. 
Fie deci x(t) o soluţie oarecare a ecuaţiei date. Punem 


y (t) = X e(t) + Co (t) + Da (t). 
Avem 


£ + Ab + Bx = M (t) g (y (t)). 


Pentru |u| +1 funcţia g(u) e derivabilă, deci pentru valorile t pentru 
care |y(t)| 41 avem 


SL Ağ + Bé = MU) Zur Mg) 

Deducem 
y + Ay + By = ë + Ci + Dă + A (X6 + C 4- Da) 4- B (re + 02 + 
+ Da) = A (ë + Aé + Be) + € (8 + Aë + Bà) + D (2 + A2 + Ba) = 

= A (ë + Aé + Be) + C(M (t) PL + Mg (y)) + DMg (y). 

Sá punem 

z (t) = y (t) + Ay (t) — CM (t)g(y(t)) — A (e(t) + Ae(t)). 
Rezultá 
em = 5 (0 +43 (0) — CM()g(y(0) — CM E () —» (ë (t) + 

+ Ae (1) — By (t) + emt 420) + Belt)) + OM(1) 2! + 

+ CM (t)g (y (0) + DM (0) g (y (t)) — CM (t) g (y (0) — à (ë (t) + Ae(0) — 
— eu () 2 Am 
dy 
deci 
2 (t) = — By(t) + ABe(t) + DM(t) g(y(t)). 

În definitiv, dacă x(t) este o soluţie oarecare a sistemului dat, func- 
fille c(t), y(t) = 2e(t) + Có(t) + Dat), z(t) = y(t) + Ay(t) — 
— CM (t)g(y(t) — A (e(t) + Ae(t) ` — | 
formeazá o solutie a sistemului auxiliar. Cu aceasta demonstratia este 


incheiatá. 
2? Sá considerám sistemul 


è= Ale + Y E(0f()-- elt), 
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unde A (t) este o matrice pátraticá, continuá si periodicá de perioadá o, 
ki (t) funcţii vectoriale continue gi periodice de perioadă «c, f(u) o funcţie 
scalară de variabilă reală, definită prin : 

1 pentru |u| zt 


y) == 
fe) Seege u|< 1, 
lar c; = (Bi (t), 2) + An, (t), unde Bi (t) sînt vectori periodici, de perioadă 
o, cu derivate de ordinul întîi continue, y, sînt functii scalare, periodice 
de perioadă «, cu derivate de ordinul întîi continue, e(t) periodică de 
perioadă c, cu derivată continuă. 

Presupunem că: 

a) există un determinant de ordinul m al matricii veetorilor fi (1) 
care e diferit de zero pentru toti t; 

b) sistemul 2 = A(t)x are soluţia banală uniform asimptotic stabilă ; 

c) dacă O, (t) sînt componentele soluţiei periodice unice de perioadă 


o a sistemului = — A(t) x + e (t) avem pentru î = 1,2,...,m: 


nit) + Y BI O, (0) =0} =0. 


În aceste condiţii există A, > 0 astfel încît pentru A > A, sistemul dat 
să admită o soluţie periodică unică de perioadă w şi această soluţie este 
exponențial stabilă. 

Demonstraţie. Presupunem că este diferit de zero determinantul 
format cu primele m linii şi m coloane ale matricii vectorilor Bi (t). Consi- 
derăm matricea nesingulară 


Bi (t) Ba (0). .-B5, (0 Ban (8) - - - Ba (2) 
Bi (t) B2 (0. Br (0) Bati (8) - - - Br (0 


mes [ie [0, o], 


B (t) = DEENEN | 
p? (t) B? (0)... Br (0 Bra (0. - Br (8) 
0 0 ..0 Ò i 
veetorul 
Y (t) 
vm | m 
a 
0 


si transformarea liniará 
y — B(t) z + àn (t) 


240 TEORIA CALITATIVĂ A ECUATIILOR DIFERENŢIALE 


Avem 
Vi = 91: Ya = 092,---5 Um = Cms Nazi = Tm+19- Yn = Tns 
y = Bx + Bt + a) = B B^(y — 24) + B (Az + XYf(o;) + 3e) +47 = 
= BB— y — à ÈB, + BAB2 (y — 33) + ABe + 17 + EB kif (o;) = 
= (BAB^! + BB?) y + à Be (t) + a(t) — à (BB! + BAB72) » (t) + 
+B Și (500. 


Acest sistem îndeplineşte toate condițiile teoremei 3.6. 
Într-adevăr, sistemul liniar 


Z =(BAB1+BBD2 
se obtine din 
dz 
—— = A (t) x 
p (t) 


prin transformarea z = Brei are soluţia banală uniform asimptotic 
stabilá. 
Sistemul liniar neomogen 


y =(BAB1+BB"1)y + Be (t) + à (t) — (BAB^! + BB?!) y (t) 


admite soluţia periodică y(t) + BO (t) si conform ipotezei această 

soluţie se anulează pe o mulțime de măsură nulă. Termenii neliniari sint 

dati de B È kf (y; ) şi se vede că sînt márginiti, lipschitzieni şi că dacă 

| y; | > 1 pentru ? = 1,2,..., m, constanta lipschitziană este nulă. Rezultă 

că sistemul în y admite o soluţie periodică unică, asimptotic stabilă. 
Dacă y(t) este această soluţie, atunci 


c(t) = B (t) [y (t) — »x(t)] 
este soluţia periodică a sistemului dat şi se vede imediat cá şi ea este unică 
şi asimptotic stabilă. 


$ 4. SISTEME CU PARAMETRU MIC 


O metodă foarte importantă din punct de vedere practic în stu- 
diul sistemelor neliniare este aşa-numita metodă a parametrului mic. 
De multe ori elementele neliniare intervin în ecuaţii inmultite cu un para- 
metru mic. Aceasta face să apară ideea că ele pot fi neglijate, studiindu-se 
numai ecuaţiile care se obţin pentru valoarea nulă a parametrului. Această 
neglijare trebuie însă justificată şi teoria stabilește tocmai cazurile cînd 
ea este permisă, indicînd în acelaşi timp fenomenele noi care apar din 
considerarea termenilor neliniari. 
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Sá considerám un sistem de forma 
dz 
a 79 (2, t) + € X, (x,t, e), (6) 
unde X, si X, sint periodice în raport cu t cu perioadă « și verifică condi- 
tiile obisnuite de regularitate (vom presupune cá admit derivate partiale 
continue). Pentru e = 0 se obţine sistemul 


da 
= Xy (2,1 7 
EN (2,1) (7) 
pe care-l vom numi sistem generator. Presupunem că sistemul generator 
admite o soluţie periodică x,(t); vom numi această soluţie, soluție genera- 
toare. Problema constă în a stabili unele condiţii care să asigure că există 
e, > 0 astfel încît dacă | e| < e, sistemul (6) admite o soluţie periodică 
x (t,£) cu proprietatea 
lim z (t, e) = zx, (t), 
ESO 
deci o soluţie pentru care z, (f) reprezintă o bună aproximatie pentru 
|<] suficient de mic. 

Fie x (t, p, e) soluţia sistemului (6) cu z (0, p, e) =p. Condiţia ca această 
soluţie să fie periodică se serie æ (w, p, e) =% (0, p, e), deci x (o, p, e) — p = 0. 
Observăm cá zx (t, p, 0) = 2%, (t, p, unde z (t, p) 2 soluția sistemu- 
lui (7) cu x, (0,p) = P. Notăm f (pelz x (0, p, e) — 

Constatám că ecuaţia Tip, el =0 e verificată de punctul (pp, 0), 
unde p, = %, (0), căci sistemul generator admite soluţia periodică zx, (t). 


Pe baza teoremei functiilor implicite rezultá cá dacá det Li + 0 în punctul 


Dp 
(p,,0), atunci există ey > 0 asttel încît pentru |e| < e, există p (e) conti- 
nuá, cu p(0) = 0 si f [p (e), e] = 0. Solutia x (t, p (e), e) a sistemului va 
fi soluţia periodică tel căutată. 


Rámine deci să găsim semnificaţia condiţiei det E F0 in punctul 
(Po, 0). Observám cs E = r^ æ (o, Pp, e) E, E d matricea unitate. 
p p 


Rezultă de aici că det e +Æ 0 în punctul (p,,0) e echivalent cu a cere 
ca matricea x (o, p, e) pentru e = 0, p = p, să nu admită valoarea 
proprie 1. Mai departe, PE (oa, p, e) pentru e = 0, p = p, coincide cu 
P (o, 2,0) pentru p = Das deci a x(t,p,0) pentru t = ©, Pp = Po» 


sau P^ £e (5p) pentru t = o, p = Po- 
p 
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Rezultă de aici cá existența soluției periodice pentru |s| < e, 
depinde numai de sistemul generator (7). Din 


do tP) — teo (t, p), t) 
di 
rezultă, 
d dæ, (t, p) d d d 
Ce == ap Xe [x (t, p), t] SEN Xo [2% (t, p) t] p Lo (t, p), 
deci 


d 0 d d 
m 0 (t, p) =z de [To (t, p) t] EI Lo (t, p). 


Pentru p — p, se capátá 


d à d 9 
ES ES To (t, Po) = GER [2s (t, Po), t] E To (t; po). 


Rezultă că matricea < Lo (t, Po) reprezintă o matrice de soluții a sis- 
D 
temului liniar 
du _ 2 


m. X, [2 (t), t] u (8) 


(sistemul în variaţii corespunzător soluției generatoare). 


Cum 2, (0, p) =p, rezultă oa, (t, p) pentrut = 0 este chiar E, deci 
p 


ES Xp (t, Pp) este o matrice fundamentală de soluţii a sistemului 
D 


în variaţii. Deoarece m(t) este periodică de perioadă «c, matricea 
9 

E X, [%, (t), t] este periodică de perioadă w. Matricea —— Lo (t, p) pen- 
c 


tru p = Pa t = o este deci chiar matricea de monodromie a sistemului 
liniar (8). Conditia ca aceastá matrice sá nu aibá valoarea proprie 1 este 
echivalentá cu cererea ca sistemul in variatii sá nu aibá solutie periodicá 
de perioadă w. Am obţinut astfel: 

TEOREMA 3.7. Dacă sistemul în variații corespunzător soluţiei ge- 
neratoare nu are altă soluţie periodică de perioadă w decît soluţia banală, 
atunci există ca > 0 astfel încît pentru |e| < ep sistemul (6) admite 
o soluţie periodică x (t, e) unică cu proprietatea 


lim x (t, e) = % (t), 


$$ această soluție depinde continuu de e. 
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Un eaz particular important este cel in care sistemul generator 
este liniar, deci cazul sistemelor de forma 


= aa + P (t) 4- «€ X (a, t, e). 
Sistemul (8) coincide in acest caz cu 
du 
— = A(t)u 
FF (t) 


gi teorema arată cá dacă soluţia generatoare reprezintă o oscilație forțată 
în cazul de nerezonantá, atunci pentru | | suficient de mic sistemul ne- 
liniar admite o soluţie periodică unică a cărei primă aproximaţie este 
soluţia generatoare. 

Să considerăm acum cazul cînd sistemul în variaţii (8) are soluţii 
periodice de perioadă «w ; atunci sistemul adjunct sistemului (8) are acelaşi 
număr de soluţii periodice de perioadă « liniar independente. Notám cu 
W (t) matricea ale cărei linii sînt aceste soluţii. 

Să presupunem că sistemul (6) admite o soluţie periodică (t, e) 
astfel ca 

lim z (t, e) = 2, (t). 
£-»0 


Notám 


y (t, e) = x (t, e) — 2, (t). 
Deducem 


E y (t, e) = X, [v (t, e), t] + eX, [m (t, e), t, ]— X, [2 (0, t]— 


d 
EE [Ty (t), t] y (t, e) + Yo Ly (t, e), 1] + e X, [y (t, e) + 2,(t), t, el, 


unde Y, (0, t) = 0. 
Deoarece y (t, £) este periodică, rezultă de aici că sistemul 
du 9 
dt x P [Ty (0), t] u + Y, [y (t, e), t] + e X, ly (t, e) + o, (t), t, £] 


admite o soluţie periodică. Pe baza teoremei 3.2 rezultă 
| (5) this e) 814 eX [y (8, e)+ s (8), ll de = 0. 
0 


De aici rezultá cá 
| W (s) X [ze (8), s, 0] ds = 0. 


«0 
Într-adevăr, dacă nu ar fi aşa, am avea 


ev (s) X, [2 (8, 5,0] ds | = c > 0. 
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Din lim y (s, e) =0 gi din continuitatea funetiei X, rezultá cá existá 
£0 


cy > 0 astfel ea pentru |e| < e, să avem 


NA X, [y (s, e) + a (8), ER 


Dacă X, e derivabilă în raport cu e, atunci zx (t, e) e derivabilă în 
raport cu e, deci y (t, e) e derivabilă în raport cu e, deci |y (t, eil < 
<L |e | pentru t € [0, o]. Din diferentiabilitatea lui X, (x, t) în raport 
cu z rezultă 


| Yo [y (s, e), 8]] = 0 (ly (s, e) |!) = o (s). 
Rezultá 


> 


emm 
c 


ch W (5) X, [y (8, e) + 20 (8), $, e] ds 
0 


e 


Ké 
2 
gi 


OW (9 Yo [y (s, e), s] ds | — o (e) 


«0 


ceea, ce este contradictoriu căci cele două mărimi sînt egale. 
Am stabilit astfel următoarea : 
PROPOZIŢIE. Dacă sistemul (6) admite soluţii periodice de perioadă w 
si dacă sistemul (6) admite o soluţie periodică x(t, e) astfel că lim zx (t, e)= 
S-A0 


y (s) X, [zo (s), s, 0] ds = 0, 


W (t) fiind matricea ale cărei linii sînt soluţiile periodice ale sistemului 
adjunct sistemului (8). 

Dacă soluţia generatoare face parte dintr-o familie de soluţii periodice 
depinzînd de un număr de parametri, sîntem în condiţiile propoziției de- 
oarece derivatele soluţiilor în raport cu parametrii sînt soluţii periodice ale 
sistemului (8). 

Condiţia din propoziţie permite să se găsească acele valori ale para- 
metrilor pentru care soluţia corespunzătoare este efectiv prima aproxi- 
mate a unei soluţii periodice a sistemului (6). 

Vom redemonstra pe o cale puţin diferită propoziţia de mai sus; 
această nouă demonstraţie ne va da posibilitatea de a merge mai departe 
în studiul cazului cînd soluţia generatoare face parte dintr-o familie de 
soluţii depinzind de un număr de parametri. 

Fie U (t) matricea fundamentală de soluţii a sistemului (8), l, vec- 
torii iniţiali ai soluţiilor periodice ale sistemului adjunct sistemului (8); 
avem l; {U (e) — E) — 0. Dacă o, sînt vectorii inițiali ai soluţiilor 
periodice ale sistemului (8) avem 


(U (o) — E) p= 0, (j =n —b+1,...m). 
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Considerăm acum vectorii /[,,..., 01, &, Si Q,,..., Bar astfel încît 
sistemele de vectori l; si p; ( = 1, ..., n), să fie formate din vectori 
liniar independenţi. Fie S matricea ale cărei linii sint |; şi T matricea 


ale cărei coloane sint p,. Avem 


Dacă sistemul (8) admite exact k soluţii periodice liniar independente, 
atunci matricea U (c) — E are rangul » — k, deci det A +0. Condiţia 
ca soluţia z (t, p, e) a sistemului (6) să fie periodică se scrie æ (w, p, e) — 


A 0 
— E] T = i 
S [U (e) — E] E 


— p = 0. Putem serie 


9 „0 
lo, P, 2) =£ (0, Po, 0) + LACIÓN — Po) + € 


02 (€, Po, 0) 
dn de 
+0(lel + lp — pol). 


Cum 
x (©, Pos 0) = Po, 


conditia de periodicitate se scrie 


dr 0 dr 0 
E ys cupio E E EE 
dn de 
Dar am vázut cá 
0c (c, Do» 0) = U (o), 


0p 


deci condiţia de periodicitate se scrie 


(U (e) — E) (p — p) he y o (lel + lp — pol) = 0. 


02 (0, po, 0) 


Calculám pe : - Avem 
E 
d d d d 
ETA c (t, p, £) cM. dr t (t, p, €) mE E: (t, P, e), t] + 


0X, [a (t, p, £) t] d 


d 
—— c X, [o (t t == e 
T de e il (t, p, e), y €] ES 3. 9 D e) + 


d 
+ X, [2 (t, p, e), t, e] + GER Xi [9 (t, p, e), t, el. 


De aici, pentru e = 0, p = p,,se capătă 


d ôx (t, Pos 0) 0 X, (To (t), dm (t, Pos 0) 
EE a 
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deci 02 (t, Pos 0) 


E 


verificá sistemul 


de _ OX, [ov (t); t] 
di Oz 


şi condiţia iniţială 2(0) — 0, deoarece x(0, p, e) = p, deci 


2 + X, [2 (t), t, 0] 


d 
— x (0,p,<) — 0. 


de 
Rezultá de aici, pe baza formulei variatiei constantelor cá 

d t 

"el — U (0) | U71 (s) X, Las (9), 0] ds, 
0 

deci 
Zielt ` d U ^1 (s) X, [ze (5), 5, 0] ds. 
E 0 


Vectorii |, fiind liniar independenţi condiția de periodicitate se poate 
scrie sub forma echivalentă 


d 0 
1, [U (9) —E](p — po) + tl del lel +IP — pol) — 6, 
(i —1,...,n — k) 
d 0 
LUU (e) — E](p — Po) + a Hito +o(lel| +IP — Pol) =0, 


(¡=n—k+1,...,n). 
Dar 
LIU (o) — E] — 0, 


deci al doilea grup de ecuații se scrie 


eh ec x t o(lsl +1p — Pol) — 0. 


Căutăm soluţia p (c) sub forma 
n—k 
p (s) =Po + e Y Pi (e) es 


í=1 


Sistemul de ecuaţii devine 
e Y l [U (0) — Ele, Bs (e) + el, 
j 


(6 =1,...n — k) 


Motel + ofle] - [p — HE 


0 i 
y 05209). A attente n—k +1.. n). 
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Dar 
Ip —pol =0 (e) şi ecuaţiile se scriu 
3 0 l 
Y EU (9) — Ee e TEE yn) 
E E ET hi (9) 


f 0 
E 
Pentru ca acest sistem sá admitá solutii e necesar in primul rind ca 
l, Oz (0, Po 0) — 0, 


de 
ceea ce conduce la 


1, U (o) y U-* (s) X, [æ (5), 5,0] ds = 0 


0 


(=n—k+1,...,n), 


deci 
| l, U^! (s) X [£0 (s), s, 0]ds=0 


e0 
sau 


Y W (s) X, [25 (s), s, 0] ds = 0. 


0 


În afară de aceasta este necesar ca sistemul 


YU (0) — Ele p + 20 = o 
j € 


sá aibá solutii. 

Matricea acestui sistem este însă chiar A gi det A Æ 0 deci sistemul 
are întotdeauna soluţii. 

Să presupunem acum că soluţia x, (t) face parte dintr-o familie 
de soluţii periodice, de perioadă w, depinzind de k parametri; notăm cu 
0%, (t, a) 

Ei 
temului (8), liniar independente, dacă k parametri sint independenti. 
Presupunem cá sistemul (8) nu are alte solutii periodice independente, 
deci cá are exact k solutii periodice independente. Atunci putem repeta 
calculele de mai sus plecind de la o soluţie x, (t, x) oarecare gi obținem 
condiţia necesară ca sá existe o soluţie periodică de perioadă w, æ (t, e, æ), 
a sistemului (6) astfel ca 

lim z (t, e, a) = v, (t, a), 
£0 


Zo (t, ol această familie. Atunci vor fi solutii periodice ale sis- 


sub forma 
P(a)= | Wo. (s) X4 [To (8$, x), s, 0] ds = 0. 


e UH 
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Presupunem că ecuaţia P (oi = 0 admite o soluţie « = a, astfel 
OP (a) 


a 


încât pentru « = a, să fie nesingulará. 


Arátám că în acest caz sistemul (6) admite o soluţie periodică de 
perioadă w, cx (t, e), astfel ca 
lim z (t, e) = c, (t, Gol, 
e>0 


Sistemul de ecuaţii (9) este verificat pentru e = 0, a = a, de valorile 
B = Bo date de 


Y & [Us (9) — E) oj B +1 PSP = o 


Jacobianul sistemului (9) in raport cu f si o pentru e = 0, a —«,,8 = 
= p, este egal cu 
OP (a) 


S 


d 


e d 


A A 
ud | arto] = det A det 
si in ipotezele noastre este diferit de zero. Pe baza teoremei functiilor 
implicite există €> 0 şi funcțiile « (e), B (s) definite pentru | e| < ga 
verificînd sitemul (9) şi astfel ca a (0) = oa 8 (0) = Bo- 

Punind 


p (e) = Po (a ()) + e Y B: (e) os Ea (9)] 


soluţia zx (t, p (e), s) va fi periodică de perioadă « şi pentru e > 0 devine 


Lo (t, Po (xo )) = Lo (t, ao). 


Am demonstrat astfel urmátoarea teoremá : 

TEOREMA 3.8. Dacă sistemul (7) admite o familie de soluții x, (t, a) 
periodice de perioadă w, astfel încît sistemul în variaţii corespunzător să 
admită pentru orice o exact k soluţii periodice independente de perioadă 
oi, atunci pentru orice valoare a, astfel ca 

P (a) =0, det SEX. ug 
da 
unde 


P (a) zl Wa (s) X, [xo (8, a), s, 0] ds, 
0 


există o soluție v (t, e) a sistemului (6), periodică de perioadă o si astfel 


ca lim z (t, e) = x, (t, o). 
£40 
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Aplicații. 1? Un caz particular important este cel al ecuaţiei 
& --mn?mc-r-f(t) = eF (t, x, ù, £). 


unde f si F sînt periodice în raport cu t cu perioadă 27. Sistemul în variații 
este aici 
ZG + n2z = 0 


gi are soluțiile periodice cu perioadă E deci si de perioadă 27. Funcţia 
Nn 


f (t) este presupusă astfel încît ecuația generatoare 

z+nx+]f$(t)=0 
să aibă soluţie periodică de perioadă 2x7. Atunci toate soluţiile siste- 
mului generator sînt periodice cu perioadă 2 si formează o familie cu doi 


parametri, 
Lo = Q (t) + M, cos nt + N, sin nt. 


Avem 
L eost  —simnt Vncosnt — -l sinnt 
U (t) = y U™ (t) = i 
— Va sinnt — ln cosnt Vn sinnt "T cosnt 
` n 


F 
F = F [s, p(s) + M, cos ms + Nesin ns, p(s) — Mon sin ns+ Non cos ns, 0]. 
Ecuațiile care determină pe M, si N, se scriu 


X4, [x (5, a), s, 0] = (7) 


RE GC sin ns F [s, zo (s), to (s, 0]d s =0, 
. 0 


NE Ja ~= cos n s F [s, x, (8), E, (s), 0] ds = 0 
deci 


P (M,, No) eb F [s, p (8) + M, cos ns + N, sin ns, o (s) — M,nsin ns + 


+ Non cos ns, 0] sin ns ds = 


Q(.M,, No) sch F [8, o (s) + M, cos ns + Nesin ns, 9 (s) — Monsinns + 


“0 


+ Non cos ns, 0] cos ns ds =0, 


ô (P, Q) 


F0. 
O (Mo, No) 
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2 Sá considerăm ecuaţia 
" 1 l 
x Lac x + f (t) = sF [t, 2, à, e]. 


Sistemul în variații nu are alte soluții de perioadă 2m decît soluția 
banală, deci pentru |e | suficient de mic există o soluție periodică de 
perioadă 27 unică. În acelaşi timp, toate soluțiile sistemului generator 
sînt periodice cu perioadă 2n x, funcțiile f şi F avînd perioadă 2r au 
şi perioadă 2n x , deci în vecinătatea soluțiilor sistemului generator care 
verifică relațiile din teorema 3.8 pot apărea pentru |e | suficient de mic 
soluții periodice de perioadă 2nx care nu mai au perioadă 27. 
Oscilatiile de acest tip se numesc subarmonice iar fenomenul descris mai 
sus a fost numit de Mandelstamm $i Papalexi care l-au descoperit în 
1932, rezonanță de genul n. 


În încheierea acestui punct să facem cîteva observații asupra sta- 
bilitátii soluției periodice a sistemului (6) în cazul cel mai simplu. Sá 
presupunem că soluția banală a sistemului (8) este asimptotic stabili; 
atunci, evident, sistemul (8) nu are alte soluții periodice decît cea banală gi 
pe baza teoremei 3.7 sistemul (6) admite o soluție periodică unică x (t,e) cu 


lim z (t, e) = x(t). 
£0 
Sá facem în sistemul (6) schimbarea de variabile y = x — % (t, e). 
Obtinem 
d dz (t 
Y — da drta e ty a(i 0), t] d eX. [y + elt 6), 8, 6] — 
0 Xo [æ (t, e), t] 
Oc 
gg EH + o( |y | )— d X ¿[2 (t), t] y + | 0 X, [4 (t, e), t] _ 
dr dr dr 
dr dr 


Pentru || si | y | suficient de mici avem 


— X, [v (t, ek t] — e X, [0 (t, e), t, e] = y T o(19 D) c 


bi y T o(lgy D. 


d 0 Xy [s (t, e), t] 0 X [o il gp 0 X [x (t, e), t, e] ys 
dn dn Oz 
+o(lyl|<Bly!| 


cu B oricît de mic; cum prin ipoteză soluţia banală a sistemului (8) este 
asimptotic stabilă (sistemul (8) fiind un sistem liniar cu coeficienţi perio- 
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dici, soluţia este uniform asimptotic stabilă, deci exponential stabilă), 
rezultă că putem aplica teorema fundamentală de stabilitate după prima 
aproximaţie şi deducem că soluţia banală a sistemului in y este asimptotic 
stabilă. Am stabilit astfel următoarea : 

PROPOZIŢIE. Dacă soluția banală a sistemului în variații (8) este 
asimptotic stabilă, atunci pentru | e | suficient de mic sistemul (6) admite 
o soluţie periodică unică x(t, e) cu proprietatea 


lim x (t, c) = x(t) 


şi această soluţie este asimptotic stabilă. 


$ 5. METODA LUĂRII MEDIEI 


În cele ce urmează vom prezenta unele cazuri particulare ale metodei 
generale elaborate de N. M. Krilov şi N. N. Bogoliubov, cunoscută sub 
numele de ,,metoda luării mediei”. Această metodă se aplică şi în pro- 
blema soluțiilor  aproape-periodice. 


Să presupunem că sitemul generator (7) admite toate soluţiile 
periodice de perioadă «c. Fie Zeit, h) soluţia generală a sistemului 
generator. Facem schimbarea de variabile x» = zx, (t, z). Obtinem 


dx — 0xo(t,2) + 0x,(t,2) de 


dt "a EE PEDE E [ro (t, 2), t, e]. 
Dar 
Oz, (t, 2 
"A2 —X, E (t, 2), t], 
t 
iar faptul că zx, (t, h) este soluția generală a sistemului (7) arată cá ma- 
tricea ao (t,2) esteinversabilá, deci, 
2 
dz 10 
a e Z (t, 2, e), ( ) 
unde 
0%, (t, 2 
Z(t,a, e) = sl X, [2,(t,2),t, €]. 
Fie 


Ze (2, e) = A Z (t, 2, e) dt 
e 0 


sd C o DM a ecuaţiei Z, (2, 0)— 0. Facem schimbarea de varia- 
lez = (+ 
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Obtinem sistemul 


db 
dt — e B (t, b, e), 


unde B (t, b, e) = Z (t, C? + b, e ), deci B (t, b, <) are aceleaşi proprietăţi 
de regularitate ca şi Z şi e periodică in t cu perioadă «o. Fie 


B, (b, d B (t, b, e) di. 
€) o 


Avem evident B, (0,0) = 0. 


Notám 
B (t, b, e) = B (t, b, e) — B, (b, e); 
rezultá 
H B' (t, b'e) dt = 0. 
€ Jo 
Tie 


P t 
B; (t, b, e) = | 


eat B'(s, b, c) ds =ù e B' (t — o, b, e) do = 
ias .0 
co (n+1) e . 
= y em B' (t — o, b, e) e 9 dg = 


n=0 


= Sech em B"(t—s,b, e) ds = eer A e" B' (t — s, b, e) ds. 
n=0 0 q 0 
Fie 
B""(0,b, c) =| B' (E, b, c) dE. 


.0 
Avem 


B, (t, b, e) = pueri. e" B' (t — s, b, e) ds = 
1 —e > 0 


dee i—o —nt 
Se e ter B" (c, b, e) do = e. 


ES — eo Ht 1] — go 


t 
| e B'(c,b, e) do = 
o 


ga t SR 
— | eno dB — 


|^ O1— e-"e to 


en 
1 — ee 


e B"" (t, b, e) — entro B" (t— 0, b, e) | 
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qee dh xus 25 
ed e” B" (c, b, e) de = B" (t, b, e) — 
— ,t—o0 
—nt t 
ao ai er B" (o, b, c) do = 
1 WEE e "9 i—O 


= B"''(t, b, e) M mers 


x eo 


( e= B^ (is, b, =) ds. 
v0 

Deoarece B*(t, b, e) are valoare medie nulá, rezultá cá B** (t,b, e) este 
periodicá deci márginitá. Obtinem astfel evaluarea 


(Ehel Ec 2 e—asds=2 M. 


CH e "o 0 


Facem schimbarea de variabile b = h + £ B, (t, h, e). 
Obtinem 
dh 0B, OB, dh, : 
dq pte s decl Sr +eB*, 
B, (h + € Ba, £) = B, (h, c) + O (e) = B, (h, 0) + O (e) = Hh + Bi (h)4-0 (s), 
unde 
d 
H ms olds | B,(h)| «C ylh]? i 
Din 


B, (b, e) = = B (t, b, «) dt = ze + b, c) dt = Z, (X° + b, e) 
«0 0 


rezultă că 
ð Zo (3,0) | 
02 


H = 


Mai departe, avem 


l B* (t,h + € B, ,£) = B* (t h,e) + O (e) 
Sl 


Br», e 
ge co Ee 
Rezultá 
LES EE BL) +e B* (t,he) - e B* (t,he) + 


+ en B, (t, h, c) +£ O (c). 
Luám y =e; din | B, | <2 M rezultă 
7B, (t, h, e) =0 (s) , 
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deci sistemul devine 


LEM Oa Oh — e Hh + e Bi (h) +80 (9) 
Dar 
; í A 


* 


este ca şi B* periodică de perioadă œ şi cu valoare medie nulă, 


* 


deci Er este ca gi B, mărginită. Rezultă e Gei = O (s) deci 


Obtinem in definitiv 
i eHh + € B,(h) - cO(e). 


Facem schimbarea de variabilă independentă t = e t. 
Sistemul devine 


qe = HÀ + B, (h) +0(0), (11) 


unde termenii O(<) sint periodici în + cu perioadă e œ. Presupunem că 
valorile proprii ale matricii H au părţi reale diferite de zero. În acest caz 
sistemul = = Hh nu poate avea nici un fel de soluţii periodice diferite 


T 


de cea banalá. Matricea Green corespunzátoare conditiilor de periodicitate 
h (0) = h (€) este 


G (t, 8) = et [E Ges TE e- Hs — oH (—*) [E We geom 0 «sli € 0, 
G (t, 8) = eB etse? [E — eH] 1, 0c t«ca x eo. 
Rezultă că avem |G (t, s)| < E căci [E — eE ET admite o astfel de 
E 


evaluare. Sistemul (11) va avea soluţie periodică de perioadă e o dacă 
ecuaţia integrală 


h(a) =) 6905 0 (9)--0 ()]às 
are soluție. Fie Q (k) operatorul definit de 


Ou =| e EB (0) + O (e)]ds; 
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pentru IA <l avem 


| Q()1««o7 (B GIL Ne); 


1 l 
dacă B < —— sie < ———— rezultă IQ (h)!| <l, deci Q aplică sfera 
B 20M 8 GMN IQ (A)! A p 


A|| < l în ea însăşi. 
La fel se vede că 


IQ(h) — Q (h) |<: o (Bl, — hall + Ns elf, — hal) 


Şi dacă e e suficient de mic, Q este contracție. 

Deducem că pentru |e] suficient de mic Q admite un punct fix 
unic, căruia îi corespunde o soluţie periodică de perioadă e c, unică, a siste- 
mului (11); această soluţie pentru e — 0 tinde către soluţia banală h — 0. 

Revenind la variabila independentă t deducem existența unei soluţii 
AL el, periodică de perioadă «, unică, care pentru ez 0 tinde către so- 
lutia banală h = 0. 

Tinind seama de schimbările de variabile făcute deducem existenţa 
unei soluţii periodice de perioadă «o, b(t,=), care pentru ez 0 tinde către 
zero şi deci existenţa unei soluţii periodice z (t, e) a sistemului (10) care pen- 
tru e — 0 tinde către 7?. În sfîrşit, va rezulta existenţa unei soluţii pe- 
riodice (el = zx, (t, 2 (1, e)), de perioadă œw, a sistemului (6), care pentru 
e — 0 tinde către z (t, C^). 

În plus, dacă valorile proprii ale matricii H au părți reale negative se 
vede ca mai înainte că soluţia h (7, e) este asimptotic stabilă, deci soluţia, 
x(t, e) rezultă asimptotic stabilă. Să observăm în încheiere că cererea ca H să 
nu aibă valori proprii pur imaginare poate fi înlocuită cu aceea mai slabă ca 
det H +Æ 0, căci dacă H nu are valori proprii nule, pentru e suficient de mic, 


sistemul — = Ha nu poate avea soluţii periodice de perioadă e o. Am 


demonstrat astfel următoarea teoremă. 
TEOREMA 3.9. Dacă soluția generală zo(t,h) a sistemului generator (7) 
este periodică de perioadă w, iar C? este o soluție a ecuaţiei 


astfel ca 
0 
det 0Z(5,0) == 0", 
02 
unde 


1(/0 t E 
Zo (2, 0) == EEE Xi [Zo (t, z), t, 0] dí, 
IO 


atunci pentru e suficient de mic există o soluţie periodică unică de perioadă 
o a sistemului (6) cu proprietatea lim x (t, e) = 2, (t, El, 
£- 
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Dacă valorile proprii ale matricii au părți reale negative, 


0 Z (05,0) 
Z 
această soluție este asimptotic stabilă. 
Observație. Afirmația teoremei, în afară de concluzia asupra stabilității 
decurge si din teorema 3.8 căci dacă soluția generală a sistemului (7) e 
periodică, de perioadă «, atunci sistemul (8) are n soluții periodice de perioa- 


zd 
To | . Interesul 


dá « liniar independente si matricea W coincide cu 
z 


metodei luării mediei constă în faptul că ea se poate aplica gi la cazuri 
mult mai generale, în particular la problema soluțiilor aproape-periodice. 
Pentru a formula un rezultat relativ la soluțiile aproape-periodice 
avem nevoie de o lemă datorată lui N. N. Bogoliubov. 
LEMA. Fie f (t, x) o funcție definită pentru t real și v € E, unde E este 
o mulțime compactă dintr-un spațiu metric. Presupunem cá în orice punct 
din E avem 


1 t4T 
lim + f (t£, 2) dt =0 


T A œ T ), 
uniform în raport cu t, si în plus că există M şi à astfel ca 
|f (6, 2) <M, | f(t, 3) — f (t, x)| <2p(a, el: 
de aici rezultă că limita e uniformă nu numai în raport cu t ci şi cu (t,x). Pie 


t 


În (t, 2) = | ent fr, aj dr. 


—80 


Atunci 


6 (1) 
Y 


| fa (t, 2) | < pentru —coo<t<oo, EP, 


unde lim (n) = 0. 
"n0 


Condiţiile lemei sînt verificate in particular dacă f(t,x) este aproape- 
periodică în raport eu t, uniform în raport cu z, si are valoare medie nulă. 
Demonstraţie. Avem 


ao ao (n + DT 
fh (72) =| e "*f(t —o, 1) do = Y ec f(t— o, 2)e-"0="D do, 
0 


n=0 nT 


Mai departe 


| fa (ta) | = - (f (ti—o, 2) e- 1-27) + 


oo (n + 1) 
y enn ri 
n=0 


"n 
.nT 


29 (n+ DT 
+ f(t — o,s) — f (t — o, x) do| = Y ecl f (t —5,2a) dc — 
n=0 «nT 
oo (n -0T e (n--DT 
- Eech fü—62) (1020002) do |< Yer | f (ti—6, 2) dc|4- 
n=0 ^T Peg" aT 
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oo (n+ 1)T 
Mech Densdes 
n=0 


«NT 


eo (n+1) 7 oo T 
= Y ect | f(t—95,2)dc| + M Y et (1 — eds = 
^0 nT n=0 e 0 
oo A (n4+ 1) T à D 1 m 1 5 1 
= or | t— 0,2) do | + M — |T += (e —1)|= 
Sei mes c ) 
eo (n--1) T MT M 
— ec i — o0,2)do| + ———- — = 
2, 1. Fl y 1) 1—e 7 
co (n+1) 7 
=e y eT | f(t — o, 2) dc y OQ) 
n=0 «NT Y) 


unde am notat 


a wl T =] 


H eer Gë 
Avem 

eT —1—7T -3-0o(»); 
deci 

1—e" =x]T +0 (m9), 
deci 

H y T+0(n) n y (T y — 0(7)) 
Rezultá 
o (1) 
C ( ) = M L3 
| DU C$ Pola) 

deci 


lim & (n) — 0. 

7-0 
Conform ipotezelor, 
1f 


HT 
E f (s, 2) ds 


«.s(T) lim e(T) — 0. 
T— oo 
Rezultá 


1 6 
| fn (t, £) | < Ge c + 0, 
Alegem pe T ca funcţie de y definit de ecuaţia 1-e "^ = e (T). 
Cînd y > 0, se capătă nT (n) > 0; într-adevăr, dacă T este mărginit, 
relaţia e evidentă, iar dacă T — co rezultă e (7) — 0, deci y T — 0. Notám 
q T(n) = Ga (m) şi deducem 


(EI 2) |< Ca (1) ES Ca (1) ; 


H 
unde $,(») > 0 şi E, (n) — 0. 
Lema e demonstrată. 
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Să considerăm acum sistemul (6) presupunind că X, si X, sint aproape- 
periodice în t, uniform în raport cu celelalte argumente. Presupunem de ase- 
menea că soluţia generală zx,(t,h) a sistemului (7) este aproape-periodicá 
în LG uniform în raport cu h. 

Facem din nou schimbarea de variabile 2 = zx,(t,z) şi obţinem sis- 
temul (10) unde de data aceasta Z(t,z,7) este aproape-periodicá în t, uni- 
form în raport cu celelalte argumente. 


Fie 
Eo. ud vs 
Ze (2,5) = lim 21 Z (t, 2, e) dt 
T ->æ T 0 
si C^ o soluţie a ecuaţiei Z, (z, 0) = 0. Facem schimbarea de variabile 
z = EI + b. Obtinem sistemul 


db 
— =e B(t,b.e 
ER (t, b,£), 


unde B(t,b,e) are aceleaşi proprietăţi de regularitate ca şi Z gie aproape- 
periodică in tł, uniform în raport cu celelalte argumente. Fie 


= li — € : 
B, (b,£) m cl Ph ) de; 


T — œ 


avem B, (0, 0) = 0. Notind 
B* (t, b, c) = B (t, b, e) — Bj (b, €), 


rezultă 
1 T 
lim zi B* (jb, c) dt = 0. 
T=>300 T 0 
, . Gol ` 
Pe baza lemei deducem | B, | < 
H 


Facem schimbarea de variabile b = h Le B, şi obţinem, alegind 

y =€, sistemul 
d^ 
dt 


unde I e aproape-periodică în t, uniform în raport cu celelalte argu- 


mente si |T | < y (e), Eu cu lim y (e) =0. 


— =e Hh + £ B, (h) + ET (t,h, €), (12) 


Oh 


Vom presupune că valorile proprii ale matricii H sint cu părți reale 
negative şi vom demonstra că pentru 0 < e < e, sistemul (12) are o so- 
luţie aproape-periodică unică, care pentru e — 0 tinde către zero. Conside- 
răm sistemul 

dy 


== H 
dt S 
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Şi formám funcţia 
V6) -V Iyar sup Iute) 
Avem 
—|yPeY nie ly 1?, 
cacl 
|y (t, y | <s Ke", 
LY) — V WSL (lg + Ls D En — y 


lim sup — L2 0 5391 — V [y (599)] 


h-0-- h 


« —l y (t, Yo) |?- 


Folosind aceastá functie, deducem ca in demonstratia teoremei 3.4 cá sis- 
temul 


dh 
— c£Hh t 
d e Hh + f(t) 


admite pentru orice f aproape-periodicá o soluţie aproape-periodicá unică, 
h(t) pentru care are loc evaluarea 


IL « Zeep, 


Fie hy(t) soluţia aproape-periodicá a sistemului 


dA 
ai e Hh + e I (t, 0, e). 


Avem 


[01 < Zeil Lx (0. 


Fie h, (t) soluţia aproape-periodicá a sistemului 


x = e Hh Le By (hr (0) + € T (tha (t), €) - 


Presupunem prin inducţie |. ;(t)| < 2 L y (s). Atunci 


| B Qua (0) | < 4 u L? y? (e), 
deci 


As (1) | c. (4 p L2 y? (e) + y (2) = Ly (e) [44 Z2 v (e) +1]. 
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Pentru e suficient de mic rezultă > (e) < A > 


2: gi deci 


| hs (t)| <2 Ly (e); 


pe baza raționamentului prin inducție rezultă că pentru toti k avem 
evaluarea scrisă. Fie acum 


ly (t) Pom hy (t) T ha (t). 
Avem 
dusa (t) | dA. dh 


2 z sro Se Hh (0) + e B, (h (0) + 


+ € P (t, hy (t), e) — € Hh, (t) — € B, (h, , (t)) — € P (t, h, (t), €)= 
= € H In (t) + € LB, (h, (t) — Bl hr- (8))] +E [T (t, hy, (t), e) —T (t, ha (0), €)]. 


Avem 
| B (v) — B, (v) w(Iu] + 1o])]v — 9|, 
deci 
| B, (hy (0) — Bí(h, .,(0)] < 4u Ly (e) sup | h]. 
Rezultă 


L 
|w (0 1 7 e {4 u Ly (£) sup | l | + y (e) sup | 1, |} < Lı y (s) sup DN 


de unde pentru y (e) < I rezultă convergenta uniformă a șirului de apro- 


1 
ximatii succesive către o soluţie aproape-periodicá a sistemului (12). 
Tinind seama de evaluárile aproximatiilor succesive se deduce cá această 
solutie tinde cátre zero cind e — 0. Dar atunci, tinind seama de schimbárile 
de variabile efectuate, rezultă existenţa unei soluţii aproape-periodice 
unice asimptotic stabile, z (t,£), cu proprietatea lim x (t,£) =xy(t, ^). Am 
e>30 


obtinut urmátoarea teoremá : 

TEOREMA 3.10. Dacă în sistemul (6) funcțiile X, şi X, sînt aproape- 
periodice în t, uniform în raport cu celelalte argumente, iar soluţia generală 
hl a sistemului (7) este aproape periodică în t, uniform în raport cu h, 
şi Y este o soluţie a ecuaţiei Zy(2,0) = 0 astfel ca valorile proprii ale matricii 

dän (5,0) 
02 
existá o soluţie aproape-periodică unică a sistemului (6) cu proprietatea 


să aibă părţi reale negative, atunci pentru e suficient de mio 


lim z(t, el = x, (t, ^). 
e>0 
Aici 


1 (7, (0 x(t, z) | 
Zo (2,0) = lim TN ir x X, [7 (t, 2) t, 0] dt. 
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$ 6. METODE TOPOLOGICE 


Folosind unele metode topologice se pot obtine in teoria sistemelor 
cu parametru mic rezultate puternice, in care conditiile impuse sistemului 
generator sint foarte generale gi au un caracter intrinsec. 

TEOREMA 3.11. Dacă sistemul generator (7) admite o soluție periodică 
Zo (t) asimptotic stabilă, atunci pentru |=| suficient de mic sistemul (6) 
admite o soluție periodică z(e) cu proprietatea că 


lim g(t, €) = x (t). 


Demonstratie. Ne sprijinim pe următoarea teoremă a lui F. Browder. 
Fie X un spațiu Banach, S si S, mulțimi deschise gi convexe din X, Se 
închisă şi convexă, S, C Sı CS, f o aplicație compactă a lui S in X ; pre- 
supunem că există m natural astfel încît f” este definită pe S,, f (So) C 8, 
pentru 0 <j < m, f” (8) CS; atunci f are un punct fix in S,. Vom aplica 
această teoremă în cazul particular cînd X este spaţiul euclidian n-dimen- 
sional ; în acest caz va fi suficient ca f să fie continuă. 

Fie x (t, p, £) soluţia generală a sistemului (6) cu x (0, p, €) = p. Consi- 
derăm transformarea f(p,e) = æ(w,p,£) şi demonstrăm că ea îndeplineşte 
toate condiţiile din teorema lui Browder, dacă e e suficient de mic; va re- 
zulta că pentru e suficient de mic există un punct fix, si din æ (w, p, €) = p 
rezultă că soluția corespunzătoare e periodică. Vom face demonstrația 
luînd m(t) = 0 deoarece ajungem la acest caz printr-o simplă schimbare de 
variabile. Sistemul (7) fiind periodic, stabilitatea asimptotică e uniformă, 
deci există 3, > 0 şi două funcţii 8(n) si T(n) astfel încât |p| < è(n) im- 
plică |x, (t,p)| <n pentru t > 0 şilp| < E t^ T (m) Mor 0 (4 2) | «m. 

. e d . 

Fie d, = s) o < T < min y dE T= r|- des dir 
m cel mai mic număr natural astfel camu> T. Fie S sfera |p| < 8,. Atunci 
Lin) < T pentru pES, t>0. Dacă |s| e suficient de mic, rezultă 


|z(t,p,s) | < a pentru pES, 0 < t< m, pe baza teoremei de continuitate 
a soluției în raport cu parametrul. De aici rezultă cá pentru p € S avem 
|f (p,s)| <a. Rezultă tot de aici că soluțiile x (t, p,s) sint prelungibile 
dacă p €S deci operatorul f şi iteratele sale f?, (j=1,...,m), sînt definite pe S. 


Fie S, sfera |p| < n şi S, sfera | «| ees Lal Pentralp < h t >0 


avem |z(î,p)| < T d, căci y < dE d ; pentru |e |suficient de mic re- 
zultá |x(t,p,e)| < 9,, pentru 0 < t < mo, deci f’ (S1) C S, (j = 1, ..., m). 
Pentru |p | < e d yo avem |ze(t,p) | < > 7, deci pentru |e | sufi- 
cient de mic |æ (t,p,e)| < yn dacă |p | p dal 0<t<mO0, ceea 


4 
ce arată că fi (Sj) CS, pentru 0 « j « m. 
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Din y < 3, rezultă cá pentru pES,, t> T, avem |z,(t,p)| < 
< T 5») , deci pentru |e] suficient de mic rezultă Lo (m o, p,e)| < 


e d n) dacă pES,, adică f"(Sj))CS,. 


A 


Toate condiţiile din teorema lui Browder rezultă verificate, deci 
este demonstrată existenţa unui punct fix în S,. Se vede că So poate fi aleasá 
arbitrar de mică, dar atunci e trebuie luat mic. Aceasta înseamnă cá 's0- 
lutia a cărei existenţă am demonstrat-o tinde către zero cînd e — 0. Teorema 
este complet demonstrată. 

TEOREMA 3.12. Fie X, analitică: 


X (x,t) =X (x, t) +X0" " (mt)--..., m>2 
fiind forme de gradul k în coordonatele lui x ; presupunem că Vx Xo” (2,t)dt 


are punctul x = 0 ca punci singular izolat. Dacă indicele punctului x = 0 


AD 


în câmpul de vector: Em ţa (2, t) dt este diferit de zero, atunci pentru |e | 


€) 
suficient de mic Bee (6) admite o soluție periodică de perioadă w care 
pentru e — 0 tinde la zero. 
Demonstraţie. Considerăm sistemul 
2 = =X (mt)--Xo (ædt... 


Soluția lui generală se scrie 
x = A (t) zy + Aa (t, £o) + ... + Arlt, 2o) - ..., 


unde A, (t,2,) sînt vectori ale căror coordonate sint forme de gradul k 
în raport cu coordonatele lui x,, cu coeficienți funcții de t. Înlocuind în sis- 
tem se capătă 


à A, 0 A, " 
TREE" ML ONE" RE 


AP FAL +... 0+... . 
Se obtin relatiile 
A =0,... le 
A. (0) = E, A3(0, £) 2... = Ám(0, 2.) =0. 
Rezultă de aici | 
A, = B, A,=...Ani=0, Anti 2) = m (as, t) dt. 


0 


o Aita 
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Deducem cá solutia generalá a sistemului (7) este de forma 


t 
z (t) = £o + 0 (zo, E ..., 
0 
unde termenii nescrisi sint de grad superior în coordonatele lui 2. 
Considerăm acum cîmpul de vectori 


u (x) = (wm) — Lo =| o (zo, t) dé +... 
«0 
Acest cîmp are punctul x, = 0 drept punct singular izolat deoarece 


acest lucru este presupus pentru cîmpul | XS” (zm,, t) dt. Deoarece in- 
0 


dicele punctului x, = 0 ín cimpul “| 0" (X t) dt este diferit de zero, 
O JO 


rezultă că indicele punctului x, = 0 în cîmpul u(x,) este diferit de zero. 
Să considerăm şi cîmpul u: (29) = 2(0, Lo €) — 29; avem lim z (w, £o €) = 
0 


€ 

= £(0, 29,0), deci pentru |e | suficient de mic rotația cimpului v. (x) pe o 
sferă care contine originea va îi egală cu aceea a cimpului u(x,). Deoarece 
indicele originii in cimpul u(x,) e diferit de zero, rezultá cá dacá sfera e sufici- 
ent de mică atunci rotația cimpului u: (z9) pe această sferă va fi diferită de 
zero. Dar atunci cîmpul u: (x) va avea în domeniul interior sferei un punct 
singular, deci un punct pentru care ue (29) = 0, adică x (0, £o €) = To; 
acest punct corespunde unei soluții periodice. Teorema e demonstrată. 

Observaţie. Dacă punctul z = 0 este asimptotic stabil pentru siste- 
mul (7), indicele sáu în cîmpul zx (kw) — x, este, pentru k suficient de 


ko 
mare, egal cu 4-1, deci indicele său în cîmpul A Xo” dt este diferit de zero. 
0.0 
Dar 
ko Qe 

A Xo” di = " Xo” dt 

ko lo Q Jo 
gi condiţia din enunţ e verificată. Regásim astfel un caz particular al teo- 
remei 3.11. 

TECREMA 3.13. Dacă sistemul (7) nu depinde explicit det, dacă X, (a) 
admite $n x = 0 un punct singular izolat care nu este punct de acumulare de 
soluții periodice cu perioadă œw < « și dacă indicele punctului x = 0 în cim- 
pul X(x) este diferit de zero, atunci pentru |e | suficient de mic sistemul (7) 
admite o soluţie periodică de perioadă w, care pentru e>0 tinde către zero. 

Demonstraţie. Ca în cazul teoremei precedente vom arăta că rotația 
cimpului ue (x,)este diferită de zero pe o sferă suficient de mică cu centrul 
în origină, arátind că indicele originii în cîmpul u(z,) este diferit de zero. 
Pentru aceasta vom arăta că indicele originii în cîmpul u(x) coincide cu 
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indicele in cîmpul X,(x). Definim cîmpul W (x, 7) = ES [æ (o7, Lo, 0) — 20] 
OT 


pentru 740, W (ës 0) = Xo(2,). Deoarece ^. x (t, £a 0) pentru t = Q 
este chiar X, (£o), rezultă că lim W (z,, 7) =W (2%,, 0), deci cîmpul W (a, 7) 
30 


depinde continuu de t. Cimpul W (x, 7) +0, 0 <7<1, pe o sferă suficient 
de mică cu centrul în origină, deoarece am presupus cá origina nu e punct 
de acumulare de soluţii periodice cu perioadă w'< o gi deci 2 (wr, £o 0) + Lo 
pentru 0 < 7 < 1. Cimpul W (2,7) reprezintă o deformatie continuă a 


cimpului X, (2) în cîmpul — u (x) si deoarece W (£a, 7) +0 rezultă cá 
€) 


indicele originii in cele două cimpuri este același. Teorema este demonstrată. 


8 7. SISTEME AUTONOME 


Problema soluţiilor periodice prezintă anumite particularităţi în 
cazul cînd funcțiile X, şi X, nu depind explicit de t, deoarece în acest caz 
soluţiile periodice ale sistemelor (6) şi (7) au in general perioade diferite. 
În cele ce urmează vom prezenta teoria completă a sistemelor autonome cu 
parametru mic, urmînd calea geometrică folosită sistematic de M. Urabe. 

Considerăm sistemul 

dx 
— = X (a). 13 
3t (2) (13) 

Presupunem cá acest sistem admite o soluţie periodică z = u(t) 
de perioadă w. Pe baza teoremei de unicitate rezultă că X[u(t)] +0 
X[w(t)]. 
Xiu Ol ` 
condiție Lipschitz locală, curba x = X (t) nu acoperă întreaga sferă unita- 
te, deci există un vector unitar e,, astfel încît X(t) sá nu coincidá cu —e, 
pentru nici o valoare a lui t. Plecînd de la vectorul constant e, con- 
struim un sistem ortogonal şi normat de vectori e, ĉz...; fw Notám 

cos 0, 5 
— (e, + X 
1 + cos 0, (e ) 
v = 23, ...,". Deoarece X (t) nu coincide nicăieri cu —e,, rezultă cá 
1 + cos0, + 0. Vectorii £, sint funcţii de t, periodice cu perioadă w gi 
au aceleaşi proprietăți de regularitate ca şi X (f). Vector (X (t), £5, £5, - . -,5n) 
formează un sistem ortogonal, normat. Sá verificám aceasta: 


pentru toti t. Notám X = Dacă n 23 şi dacă X verifică o 


cos0, = (X(t), ej) si formám vectorii E, = e, — 


— cos 0, = 5 = cos 0, = 
v X = E RES X 9 X = Va X A ES 9 X 
CH RE APO e EE 
+ (X, X)] = eos 0, — M CU (cos 0, + 1) — 0, 


1 + eos 0, 
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cos 0, cos 0, => 
4 = |e — —————— e — ——— X = 
(E , &) | DPA EE zl 
cos Oy cos 0, cos 0, 
= HERE Bebe E EE DEE 
1 + cos 0, 1 + eos 0, 1 + cos O, 
.  €os0, ` Je: ...€080,cos0, , oe, cos0, 
1 + cos 0, > 1 + cos0, (1 + cos0,)2 


cos0, cos0, cos0, 
(1 + cos 0,)2 


-+ == Ou. 


_ (X! x? E 
Ín eazul » — 2, fie X — E | ; luăm £,— | SC le sistemul (X, £,) 
X? == 1) 


este ortogonal gi normat. 
definitiv, rezultă că soluţiei periodice u(t) i s-a atașat un sistem 
de vectori ortogonal și normat, avînd drept unul din vectori pe X (vectorul 
unitar al tangentei la curba x = u(t)) format din vectori periodici de perioadă 
w, Cu aceleași proprietăţi de regularitate ca si X(t). 
Cu ajutorul acestui sistem ortogonal normat facem schimbarea de 
variabile dată de relaţia 


æ = u(0) + S (0) y, 


S (9) fiind matricea ale cărei coloane sint vectorii £,(0); 0 este un sca- 
lar, iar y un vector de dimensiune n— 1. Verificăm că relaţiile care defi- 
nesc schimbarea de variabile sînt inversabile în vecinătatea curbei x = u(t). 
Avem 

0 (qc. m5 e 


0 (91, ..., eg 0) s-o 
unde am notat cu (S,X) matricea ale cărei prime n — 1 coloane sînt for- 
mate din coloanele matricii S, iar ultima coloană este X. 

Mai departe, 
det (S (0), X [u (0)]) = det (S (0), | X[u (9)] | X [v (9)]) = 
= |X[u (0)]| det (S (0), X[v(0)]) = | X[u (0)]] +0. 
Am folosit faptul cá sistemul (£,, ..., £,,X) este ortogonal si normat, 


SES 1 n 
deci determinantul matricii ($ (0), X (0) este 1. Rezultă - : iut M 
UR E 

gi transformarea este inversabilá local. Prin aceastá schimbare de variabile 

curba x = u(t) devine y = 0, 0 = t. Să vedem ce formă capătă în noile 
variabile sistemul (13). Avem 

dz _ du (0) dd, daS (0) dô 

dt dü dt d9 dt 


= det (S (0), X [u (0)]), 


y +8 (0) )= X[u (0) + 8(0)y] 
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deci 
dü d0 dS(0) 
X 0)] — + — 
Lu (0)] dt dt dô 


Inmultind această relație cu X* [u(0)] şi tinind seama de faptul cá 
X"S = 0, obținem 


y + dE =X [u(0) + S(0)y]. (14) 


dS (0) 


dü i 
zt X lu (097| + X" tu (6) SĂ 


y) = X' [u (0)] X [u (0) + 8 (9) y]. 


Pentru |y| suficient de mic coeficientul lui » nu se anuleazá, deci in 


vecinătatea curbei x = u(t) obţinem 
ao X'[w(9)X[w(9) + 8109] 
Y |x[u(0)p + X O) 


Inmultind relaţia (14) cu E (0) si tinind seama de proprietăţile de orto- 
gonalitate, obtinem 


d0 ,. d$ dy" — 


de 99" — t; X[u(0) + S(0 
"m Gu py + E Eu XA [u (0) + S (0) y] 
deci 
dy" A 
rm Eu (0) X [u(0) -- 8(0) y] — 
X [v (0)] X [v (0) + S (0) y] En (0) ds (0) j 
| X [u (0)] |? + X" [u (0)] dS (0) d 
do ? 
Tn definitiv sistemul (13) se inlocuieste cu un sistem de forma 
di (0, y), dé O (0, y), 


unde se vede imediat că Y si O sint periodice în 0 cu perioada vu, verifică 
relaţiile O (0, 0) zz 1, Y(0, 0) 0 si au aceleași proprietăţi de regula- 
ritate ca gi X(x). 
Formám acum sistemul 
dy 1 


dë  O(0,y) 


Y (9,9). (15) 


TEMP: DEN 
Functia SE R09) este periodică în 0 cu perioada w şi are pentru |y | 


? 
suficient de mic aceleași proprietăți de regularitate ca si X deoarece din 
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O (0,0)==1 rezultă cá pentru |y| suficient de mic 0 (0, y) +0. Să punem în 
evidentá prima aproximatie liniará ín acest sistem. Avem 


X[u(0) + 8(9)y] = X[u(9)] + AA 8(0)y +0(ly/2, 


deci 
X" [v(0)].X [u(0)+8(0)y]=|X[u(0)]/24-X” [u (0)].4 (0) 8 (0)y+0 (| y 12), 


unde am notat A (0) = EL. Rezultá 
£ 


1 PARS 
X"[u(0)]X[u (0) +8(09y] 
IX[u(9]]? , , X [«(]4(0) 8 (0) y 
Iq xmOgE t o (19|) 
1 X'[w(9)] 4 (0) 8 (9) y | 
EK TNNT E PA LA PENA 
md ixp(s ^9 


Mai departe, 


1 as (0) 
M = [xtv o1 + ante (3 HH vr 
1 X'[u (9)] 4 (9) 8 (0) y 
———————41-— ————————— —1 O , 
ul iX([w (9)]]2 +o dup] din 
y 
Y- (0, y) = &(0)X[u(9) + 8 (9)y]—O (0, y) £; (0) 999 
deci 
1 M 
TOA (0, y) = T (6,5 "OU Iv(9)1- 4(0)8 (99 "Fo(9D) — 
Gu, 


ua y={1 4-O (yl) (5:(9)4 (0) 8(0)y + o (ly) — zaco) 39) 


Rezultă 
dy» d$ (0) 
ze Eo 4 (09810) - T la + o dup. 
Sistemul (15) se scrie deci 


dy 
— = B(0 
38 (0)y + o (| y |) 
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unde elementele b,, ale matricii B(0)sint date de 
dé, 
(9) 8510) [4 (095, (0) — e) 


şi sînt funcţii periodice de 0 cu perioadă w. 
Vom numi sistemul 


dy 


— = B(0 
36 (9) y 
sistemul în variaţii normale. Sá considerăm sistemul 
dv 
— = A(090)v 
36 (0) v, 


adică sistemul în variaţii corespunzător soluţiei w(0). Scriem vectorul v 
în sistemul ortogonal normal (X,£,, .. .,£,): 


v (0) = p (0) X [u (9)] + yr (0) E, (0). 


Căutăm ecuaţiile pe care le verifică p” (0). Avem 


dv dp = d dă 


ao DX u(9))+p A() Gp + | DP 


dp” 
paak o= 
=2 d0 tae 00 


= ApX([u(0)] + Y » (9) 4 (9), (9). 


v=2 
Cum 
du — Xu (0) 
d i 
rezultă 
dp n dé dp” n 
X 0 A A E E “A(0)Y,. 
dü Ada) FAP dü d0 AP PS 


Inmultind cu E căpătăm 


dp — 2359), — 8 $ 
de E A (4080 e |? Xen. 


Am ajuns astfel la concluzia: componentele normale p” ale variațiilor v 
verifică sistemul în variații normale. 
Să observăm că din 


du 
En = X [u (0)] 
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rezultá 


deci 
du _ 
ER = X [u (0)] 


este o solutie a sistemului in variatii. 
Fie (0) o matrice fundamentală de soluţii pentru sistemul in va- 
riatii, a cărei primă coloană e formată de soluţia X [u (0)]. Avem 


® (0) = U(0)C, 
unde U (0) este matricea de soluţii cu U (0) = E. De aici 
D(0 + 0) =U(0 + 0) C=U(0)U(u)C=U(0)CC1U(w)C=0(0)K, 


unde K = C71U(w)C; deoarece K este asemenea cu matricea de mono- 
dromie U (w), valorile ei proprii sînt tocmai multiplicatorii sistemului în 
variaţii. Fie 0,,. . .,v, soluţiile diferite de X [u (0)] care formează matricea O. 


Seriem aceste soluţii în sistemul ortogonal normat (X, ča ..., En); 
v =p X[u(0)] + È pv Es. 
Relația 


P (0 + 0) = 0(0)K 
devine 


X[u(0+0)] = X[u(0)]k + Y 0,(0)K%, 


v, (0 + o) = X[u(0)] k + Y v, (0) kË- 


u=2 


Luînd 0 = 0 şi trecînd la baza (X,£,, ..., En) se capătă 
p» (0) X [u (0)] + Ap (0) E, (o) —X [u (0)] E + 


+ Y Un. (0) X [v (0] + E ph(0) & (01 - 
Dar dă 
u (0) = u (0), En (0) = En (0), 


deci 


Py (o)Ă[(u(0)] + 2 ps (o) E, (0) = X [u (0)] k, + y | pa (0) X Lu (0)] + 


+ E pa (0) E, (0)| 2. 


X [u (0)] = X [u (0)] k} + Y, v, (0) Ki - 


u=2 
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Vectorii X[u (0)], £,(0), ...E, (0), sînt liniar independenţi; tot liniar 
independenţi sint şi X [u (0)], V2(0), ..., BAD), Rezultă 


cR e 0, 
p(o) =k + V, Ep,(0), pi(o) — Y, kp (0). 
u-2 H 


Avem det (np, (0)) +0; într-adevăr, dach determinantul ar fi nul, ar 
exista constantele c" nu toate nule astfel ca Y e p; = 0, deci 


Y cv, (0)= Y ep, (0) X [4(0)] + He” pit = 
y y AU 
= 2 e p, (0) X [u (0)), 
deci cr = 0, Y, œp, (0) = 0, ceea ce este contradictoriu. 


Funetiile v, (0) sint solutii ale sistemului in variatii, deci dupá cum 
am văzut, componentele lor normale p;(0) sînt soluţii ale sistemului in 
variaţii normale. Deoarece det p;(0) + 0, rezultă cá p,(0), v —2, ...,m, 
u = 2, ..., Nn, reprezintă o matrice fundamentală de soluții pentru sis- 
temul in variatii normale. Fie P(0) aceastá matrice si să notăm cu K, 
matricea (kj A been ,. Relația p» (o) — 2 p* (0) ki se serie P (œ) — P (0) K, 
şi arată că e proprii ale matricii K, sint tocmai multipli- 
catorii sistemului in variatii normale. Deoarece ki = 1, kf = 0, rezultă 
cá matricea K are forma 

(A ra), 
lox. 


Am obtinut urmátorul rezultat : multiplicatori sistemului în va- 
riatii normale se obțin din multiplicatorii sistemului în variaţii eliminind 
multiplicatorul egal cu 1 (care corespunde soluţiei periodice X [u (0)]). 

Acum putem demonstra o teoremá de stabilitate a solutiei periodice 
u(t). Această teoremă a fost demonstrată pentru prima dată de Andronov 
Şi Witt. 

TEOREMA 3.14. Dacă (n — 1) multiplicatori ai sistemului în variații 
corespunzător soluţiei periodice x = u(t) se află în interiorul cercului uni- 
tate, atunci soluția periodică x = u(t) este orbital stabilă ; aceasta înseamnă 
că dacă x (t) este o altă soluție a sistemului (13) pentru care x(t) e suficient 
de apropiată de curba c» = u(t), atunci 


mn [æ (t) — u(t + c)] = 0. 
Demonstratie. Dacá n — 1 multiplicatori ai sistemului in variatii 


se aflá in interiorul cercului unitate, rezultá cá multiplicatorii sistemului 
in variatii normale se aflá in interiorul cercului unitate, deci solutia ba- 
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nală a sistemului în variaţii normale este uniform asimptotic stabilă, deci, 
pe baza teoremei de stabilitate după prima aproximaţie soluţia banală 
a sistemului (15) este uniform asimptotic stabilă. Dar atunci, pentru 
|y(0) | suficient de mic, avem lim y(0) = 0, deci din relatia 

- o 


z[t(0)] = u (0) + S(0)y (0) 
deducem 
Hm (z[t(0)] — u (0) = 0. 
Fie 0 < 0' < 0”; avem 


(0-0-0) — e = C (S — 1 Jao- 
: 


=Ç | 1 -ijae-(u +0(y)=1:40=(_0(y/40, 


e 10 (0, y) 
Dar 
ly(0)| < ke7”, 
deci 
O (ly |) < Mer ; 
de aici 
» A Se 
I[£(0") — 0] —[£(0) — UEL 079 de < u | e-* qa = A gos. 
d e (rd 


Pentru 0' suficient de Seier? Iit (0) — 0] —[+ (0) — 0'] poate fi făcut 
oricît de mic, deci lim [t(0) — 0] există; fie 0, această limită. 
02 


Pe de altá parte, 
m[t(0)] — 2 (9 +0) -U X [2 (2)] de, 


0+6, 
deci 


jz[t(0)] — (0 + 0.) | «:1£(9) — (9 + 07) | sup | X[x(a)]|. 
Dar dacá |y(0)| < 8,, rezultá |y(0)| < 1 pentru 0 > 0, din cauza sta- 
bilitátii soluţiei banale a sistemului (15), deci |z[£(0)]| e mărginită, deci 
|X[r(98)| e mărginită. Cum 
lim [£(0) — (0 + 06)] = lim [£(0) — 0— 0,]—0 
0-00 0-00 
rezultá 
lim (z [t (0)] — z(0 + 0,)3 =0. 
— ao 
Deoarece avem gi 
lim íz[£(0)] — u (0) =0 
02» o0 
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rezultă 
lim (2 (0 + Dal —u(0)) = 0. 


Notind 0 + 0, = t, c = —0,, rezultatul obţinut se scrie 
lim (x(t) — u(t + ec) =0 
l— 


şi teorema este demonstrată. 


88. SISTEME AUTONOME CU PARAMETRU MIC 


Sá considerăm acum sistemul perturbat 


dz 
= Z IP, e 16 
d Lë: ch (16) 
unde Z e continuu diferentiabilá şi Z (z, 0) = X (x). 
Presupunem ca mai sus că sistemul (13) admite o soluție periodică 
x = u(t) de perioadă w. Considerăm sistemul de vectori X(t), £4(t),. . A (t) 
0)y. 


şi facem în sistemul (16) schimbarea de variabile z = u(0) +8 
Obtinem un sistem de forma 


d dü 
Er =Y [0, y, l, dt = 0(0,y,c), Y (9,0,0) = 0, 0(0,0,0) = 1. 


Formăm sistemul 
Amen A e 
Avem, cu aceleagi calcule ca in paragraful precedent 
X’ [u(0)] Z (9) + S(0) yw el, 


O (0, y, 2) = 
|I [u(0)] |? SI, 


d 
Fr (0, y, = ča (0)Z [4(0) + S(0)y, e] — O (0, y, El (0) —— A Po y 


Mai departe 


+ 


Z[u(0) + 8(0)y, e] = Z[u(0),0] + LO 8079 + e 22100] 9 


+ o(lyl + left =X[u(0)] + A(0)8(0)y Ae Å ZA 


+ o(1ly| + lel). 
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Rezultà 
(Z9) + S(0)9,] = E; (0)4 (0) S(O)y ++ £z (6) ELEC 4 
+o0(lyl+ lel) 
Tinind seama de faptul cá 
0(0,y,=) = 1+0( 1y 1) + OC Ie), 
rezultà 
w & (oa cosco) — See ue LLAMO ua + ep. 
Ín definitiv 
Y = St + ex (9) +0(l91 + lel), (17) 
unde 
me (0) = & (6) ZIM9h0]. 


de 


TEOREMA 3.15. Dacá sistemul (13) admite o soluție periodică 

x = u(t) de perioadă w, astfel încît sistemul în variaţii corespunzător ad- 

mite un singur multiplicator egal cu 1, atunci pentru |e| suficient de 

mie sistemul (16) admite o soluţie periodică unică x = x(t,s), de perioadă 

o + O(s), cu proprietatea lim x(t,e) = u(t). Dacă în plus nici unul din 
e-»0 


multiplicatori, cu excepţia celui egal cu 1, nu este rădăcină a unităţii, sis- 
temul (16) nu admite în vecinătatea soluţiei u(t) soluţii de perioadă pu + 
+ O(s). Dacă multiplicatorii diferiți de 1 se află în interiorul cercului 
unitate, atunci soluţia periodică a sistemului (16) este orbital stabilă. 

Demonstrație. Fie y(0,c,e) soluţia sistemului (17) cu y(0,c,e) = c. 
Funcţia y (0,0,72) este continuu diferentiabilá în raport cu e gi e; cum 
y (0,0,0) = 0, putem scrie 


y (0,0,5) = G(0)e + r(0)e + o(|e| + ]|e]). 
Înlocuind în sistemul (17) obţinem 


SR o SE), + o(lel + lel) — B(9)[G(9)e + r(0)e + 
+o(l el +1e1)]+en(0) + ole] + lel). 
Rezultá 
dG (0) — r deift _ 
== B(0)8(9) r = B(0)r(0) + n(0), 


G(0)=E,  r(0)=0. 
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Prin urmare, G (0) e o matrice fundamentală a sistemului în variaţii 
normale, iar r(0) este o soluţie a sistemului neomogen, dată de formula 


0 
r (0) = AO G- (sq (s)ds. 


Solutia y(0,c,e) este periodică de perioadă pœ dacă şi numai dacă 


y = (Pa, c, €) = y(0,c,e) =C. 
Dar 


y(po,0,s) = G(po)e + r(pe)e + o( le] + le 1). 
Rezultă că putem scrie condiţia de periodicitate sub forma 


[G(po) — Ele + r(po)s + o(le] + |le|)=0. 
Dacă 


det[G(po) — E] +0 


există pentru |e | < e, o funcţie c(<) continuu diferentiabilá, cu c(0) = 0 
şi astiel ca 


[G(pe) — Ele(e) + r(po)e + o(1e(s)] + lel) =0. 


Solutia y (0,c(=),=) este o soluţie periodică de perioadă pœ a siste- 
mului (17), care pentru e> 0 tinde către zero. 
Acestei soluţii periodice îi corespunde o soluţie 


æ [t(0)] = u(0) + S(0)y(0,c(2),2) 


a sistemului (16); curba x= z[t(0)] este curbă închisă vecină cu z = 
= u(0) şi pentru ez 0 tinde către aceasta. Perioada «c, a soluţiei x(t) 
va fi dată de 


(po) — t(0) ch Zei "i dnm ch 1 +0(ly 1) +0(|e]) do = 


= po + 0(lyl| + l|e]) =po + O(lsl) 
deoarece 


ly] = Oe, 


Deoarece G(0) este o matrice fundamentalá a sistemului in variatii 
normale, avem G(pw) = @ (w), deci dacă G(«) are o valoare proprie egală 
cu 1, atunci G(po) are o valoare proprie egală cu 1, deci dacă det (G(w) — 
— E) = 0, atunci det (G(p«) — E) = 0. Rezultă de aici că dacă det[G(p o) — 
— E] +Æ 0, atunci avem şi det [G(«w) — E] Æ 0, deci există în vecinătatea 
soluţiei 4(0) o soluţie periodică de perioadă œ + O( |e |) a sistemului (16). 
Dar dacă det [G(po) — E] + 0, soluţia periodică y (0,c(s),s) este unică 
de perioadă pu şi deci coincide cu cea de perioadă o. Dacă det [G(«) — 
— E] + 0 dar există p astfel ca det [G(p«) — E] = 0, atunci pentru 
acest p pot exista soluţii y(0,0(s),c) de perioadă pu care nu admit si 
perioada «c. Condiţia det [G(«w) — E] + 0 înseamnă condiţia ca multipli- 


TEORIA OSCILATIILOR 275 


catorii sistemului in variatii normale sá nu De egali cu 1, deci conditia 
ca sistemul ín variatii sá admitá un singur multiplicator egal cu 1. 

Rámine să demonstrăm afirmația relativă la stabilitatea soluţiei. 
Avem 


OZ [a(t,e)e] _ 9Z[w(t) + O(s)s] | 0Z[u(t),0] 


A(t) = — 2 > a a + O(e)= 
(he) dn dp 0c SC ER 
0 [Xu (t 
= ALUDI | o6) — A(t) +06). 
0c 
Conform ipotezei, sistemul 

dv 

— = A(t 

di Ui 


are multiplicatorii ín interiorul cercului unitate, cu exceptia celui egal cu 1. 
Deoarece multiplicatorii depind continuu de matricea de monodromie, 
lar aceasta depinde continuu de coeficientii sistemului, rezultá cá pentru 
(el suficient de mic multiplicatorii sistemului 


dv 
dt = A(t, e)v ; 


cu excepţia celui egal cu 1, se vor găsi in interiorul cercului unitate. Sta- 
bilitatea orbitală a soluţiei periodice < (t,£) rezultă acum pe baza teoremei 
3.14. Teorema este complet demonstrată. 

Considerăm acum cazul cînd sistemul (13) admite o soluţie periodică 
x = u(t) de perioadă «,, astfel încît toate soluţiile vecine cu ea să fie tot 
periodice ; în cazul n > 3 vom presupune că perioadele acestor soluţii sînt 
mărginite. Fie x, un punct de pe curba închisă C, dată de x = u (t), gi II 
hiperplanul normal la C, în x, Conform ipotezei, orice traiectorie care 
taie pe II într-un punct vecin cu x, este închisă şi reciproc, orice traiectorie 
închisă din vecinătatea lui C, taie pe II într-un punct vecin cu m, Fie 
w(x) perioada unei astfel de traiectorii, «w(%,) = «o, Demonstrám că 
putem alege perioadele astfel încît funcţia o zl, care pentru orice z vecin 
cu z, este o perioadă a traiectoriei care trece prin v, să fie continuă în a. 
Traiectoriile considerate sînt date de soluţiile sistemului (15). 

Conform ipotezei, soluţiile acestui sistem, pentru |y| suficient de 
mic, vor fi funcţii periodice de 0 cu perioada po, ; într-adevăr, orice astfel 
de soluţie corespunde unei soluţii a sistemului (13) situată în vecinătatea 
curbei x = u(t), periodică cu perioada 


ro dë 
0 O (0,y) 


gi reciproc, dacă soluţia x(t) e periodică cu perioada c, înseamnă că pentru 
această soluţie, 


(poe) — 40) =| 


0(t + o) = 0(t) +P yt + e) = y(t), 
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ceea ce arată că y(0) e periodică cu perioada po,. Avem 
(po) — itp — 1] E hu 1 |ao ` o(ypae 
00) — — 1)0,] — €, = -c A == A 
ds S ` : e (p-1)9g | e (0 Y) Lus d 


De aici rezultă că pentru H > 0 suficient de mic există R > 0 astfel 
încît dacă |y| H să avem 


|t(poo) — t((p — 1)0,) — oo| < E max ly |. 


Dacá n = 2, din proprietátile generale ale sistemelor in plan rezultá cá 
singurul caz posibil este p = 1, deci «c(xz) = t(w0,) — t(0); rezultă 


|o(z) — w| < E max [y | 


şi deci o(x) e continuă pentru 2 = x, Fie acum n > 3, o(z)—t(po,) —t(0). 
Avem 


w (x) — po, = [t(pog) —t((p — 1) 0) — oo] + [t((p —1)e,) —t((p—2)e,)— 
— eg] E +... + [t(0,)) — (0) — e]. 
Rezultá 
[o(1) — po, | <p E max ly |, 
deci 
o(s) — pe, > — p Rmax ly |, e(z) > plos — E max |y |]. 
Pentru |y| suficient de mic, 
oy — E max |y | > 0. 


Deoarece am presupus cá perioadele o(z) sint mărginite, rezultă de aici 


M 


wn 
E cog — E max | y | 


deci mulţimea întregilor p este mărginită. Fie S, mulțimea punctelor x 
situate în hiperplanul II în vecinătatea lui z şi astfel încît perioada soluţiei 
care trece prin x să fie apropiată de pco, 8i fie L cel mai mie multiplu 
comun al numerelor p. Pentru ES, vom lua 


&(z) = Z o(a); 
p 


evident, &(2) continuă să fie perioadă pentru soluţia care trece prin v. 
Avem 


: L De 
[6(z) — Lo, | =— |o(2) — pol < — €; 
p p 


pentru e > 0 arbitrar, alegem pe e astfel ca Ea € < e şi apoi alegem veci- 
D 
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nátatea lui z, suficient de mică pentru ca |o(z) — po,| < s.Tinind 
seama că w(%,) = La, deci că xz, € Sı, rezultă 

& (29) = Loy, = Lo (T0), 
deci 

I(x) — (s)| < e 

dacă x este într-o vecinătate suficient de mică a lui x7,, ceea ce arată că 
© e continuă în punctul sv. Vom numi perioada ó(z) perioada universală. 
În cele ce urmează vom lucra numai cu perioadele universale. 

Fie y(0,«) soluția sistemului (15) cu y(0,«) = a; dacă w, e perioadă 
universală a lui C,, pentru |«| suficient de mic soluțiile y(0,«) sînt toate 
periodice cu perioada w, deci y(w,,) = «. Curbele închise din vecinătatea 
curbei C, se pot serie 


c(t) = u (0) + S (0) y (0,0); 


notăm eu C, curba corespunzătoare soluției y(0,x). Presupunînd t(0) = 0 
avem 


nm de 
"Va LS 


iar perioada universală «, este dată de 
Wa = H o9 «). 


Dacă scriem sistemul (15) sub forma 


d 
Ee = W(0,y), (18) 
sistemul (17) se scrie 
d 
T = W (0,y) + e W,(0,y, e). (19) 


Solutia generalá y(0,«) a sistemului (18) este pentru |«| suficient de mic, 
periodică in 0 cu perioada wọ. Pentru studiul soluţiilor periodice de pe- 
rioadă o, ale sistemului (19) putem folosi teorema 3.9. 

În cazul cînd soluţia u(t) a sistemului (13) face parte dintr-o familie 
de soluţii periodice depinzind de k + 1 parametri, presupunind din nou 
că perioadele sînt mărginite va rezulta existenţa unei perioade universale. 
Sistemul (18) va avea o familie de soluţii periodice de perioadă w 
depinzind de k parametri gi pentru studiul soluţiilor periodice de perioadă 
co, Ale sistemului (19) se poate folosi teorema 3.8. 

Apheaţii. 1°. Presupunem n = 2 gi considerăm sistemul 


dz dy 
EE T —— =Ylx 
FP X (2, y), 3; (2, Y), 


x, y fiind scalari. Fie z = ọ (t), y = y (t) o soluţie periodică a acestui si- 
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tem. Sistemul ortogonal normat legat de aceastá curbá e format din 
vectoril 


Xie $0], | Flo Am) 
k R EE 
i , k= X? , + Y? , S 
Ste Am | | Xre oe | T o m let 


R R 


Matricea A (0) a coeficienţilor sistemului în variaţii este 
9X [e (0), y(0)] GE [e(9), y(0)] 


A(0)= 0c dy 
9Y [e(0), p(0)] OF [p(0), y(0)] 
0c dy 
De aici 
0 
Eu x OX. y Y EX y 
A (0) CA ED? y R 0c 0y 
x| [or ail z|) sl age, AË: 
R m dy R dp dy 
E ud 
Produsul scalar dintre vectorul i x si vectorul .A (0) p este 
EI R 
1 (ðX xl. 
egal eu ^ Y? = — XY + PE , lar produsul sca- 
R? \ 0x 
Y 


lar dintre vectorul unitar H si derivata lui este nul, deci 


JOE s 1 PNE = xy Eq ae 
k? | ôx du dm d 
Avem mai departe 
di 

SE O tog quelli E aa 

do 2 d 2 R? 
Dar 

x A dí ub on i E yd yr 
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deci 
EE Fi s y ar T XY 2» 
dü R? | ôx 04 dm dy 
Rezultá 
9 
ai Zen E = [^ EC La 2 SEA r») = PRLR 
R? | ôx 043 
deci 


0X | OY d —— 
b (0 A e ya. 
nc äu dð 


Sistemul in variatii normale se reduce la ecuatia 
do 
=b(0) 0 
SE (0) 
şi soluţia ei cu v(0) = 1 este 


0 (0X , OY 0 d PE 
v(0) = M tcx a SR u SR Lët e^ 9 


+ Y 


IT A 0X Le Ch y (t)] ge 0 Y [p(t), d dt. 
0 D dy 


Condiţia de stabilitate orbitală este dată de h (w) <0. Dacă h(w) 0, 
in vecinátatea solutiei periodice considerate apare o solutie periodicá a 
sistemului perturbat. 

2”. Considerăm cazul cînd X(x) = Az, A fiind o matrice constantă 
Care are douá valori proprii pur imaginare. Vom presupune cá matricea 
A este de ordinul al treilea gi cá are valorile proprii î, -?, a. Printr-o trans- 
formare liniará cu coeficienti constanti, A se poate aduce la forma 


a 0 0 
[ 0 —1 |. 
0 1 0 


Vom presupune de la inceput cá are aceastá formá. Sistemul (13) 
se va scrie, in acest caz, 
dei un 3 an A as 
dt dt dt 


şi admite matricea fundamentală de soluţii 


ev 0 0 
o cost —8iní |. 
O sint cos t 


unde 
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Fie 


Considerám solutia 
u(t, a) = «(cost e, + sint es). 
Avem 
X [u (t, «)] = € (t, a) = «(—sint e, + cost ej), |X [u(t, «)]| =| al, 
X [u (t, «)] = — sint e, + cost es, 
cos 0, — 0, | cos 0,— — sint, cos 0, = cost, 


Ea = €2 + Sint (e, — sint e + costeg) = sint e, + cos*t e, + sint costes, 


Eg = ës — Cost (e, — Bint ea + costes) = — coste, + sint coste, + sin? tez. 
Fie 
Z(x, e) = Ax + eX fx, e). 
Vom avea 
X' 0)]1-Z 0 S(0 
au y, e) — — E (0901-Z [u (0) + ELN S 
| X [4(0)] |? + X" [u (0)] —-— io 
_ X" [w(0)] (X [v (0)-3-8 (0) y] + eX [u(0) + S (0) y, e) 
2 0 
IX [u(9)] P + X" u (0) 0. y 
Dar 
sin 0 —eos 0 
se) = (uns sin 0 cos I! 
sin 0 cos 0 sin? 0 
18(0 cos (0) sin 0 
«59. [n 0 cos 0 cos? 0 — gin? J 
Ge eos? 0 —sin20 2 sgin 0 cos 0 
is 0 eos 0 gin 0 i 
X"[u(0)] — — ) —(0 —«sinð CHE cos? 0 — sin? 0 |- 
cos? 0 — sin? 0 2 sin 0 cos 0 


= (a sin 0 sin 20 + « cos 0 cos 20, — a sin 0 cos 20 + « cos 0 sin 20) = 


= («cos © asin 0) — «(cos © sin 0), 
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deci numitorul in expresia lui © (0, y, e) este «a? + a (ya cos 0 + yz sin 0). 
Numárátorul este de forma 


X" [«(0)] (44 (0) + AS(0)y + eX [u(0) + S(0)y, 0] + 0(2)) = 
= | X [u(0)]/? + X" [u(0)] AS (0)y + £X" [u (0) ]XTu(0)+8(0)y, 0740 (e). 
Avem 


a0 0 
X"[u(0)]4 =(0 — asin 0 sos o|o o H a cos 0 «sin 0), 
01 0 
sin 0 —cos 0 
X"[u(0)]48(0)=(0 «cos 0 aler ven | 
sin 0 cos 0 sin? 0 


= (a cos 0 «sin 0), 


X" [u(0)] 48(0)y = a (y, cos 0 + y; sin 0). 
Rezultá 


NS E EE 
l a? + «(ys COs O + y, sin 0) 
X’ [u(0)]X [u (0) + 8(0)9, 0] | 


—14-e 
a? + « (y, eos 0 + yz sin 0) 


Mai departe 
Y*(0, y, e) = Ea (0) Z [u(0) + 8(9) y, «1 — 900, y, uer EO y, 
deci 
Y^ e) 0) LX at + AS (Oy + că [u(0) + 80), 0]--0(9] _ 
€ (0, y, £) O (0, y, e) 
ge 80), — LO) 4809 + men + 8(0)y, 011 aiel - 


O (e). 


E) LO, 
Avem 
a 0 0% Cam 0 — cos 0 asin 0 —a cos 0 
AS (0)= f 0 a] eno 0 sin 0 cos ] -(- sin D cos 0 — gin? ] 
01 0/ \sin cos 0 sin? 0 cos? 0 sin D cos 0 
a sin 0 — a cos 0 
¿2 (0) AS (0) = (sin © cos? 0 sin 0 cos 0) Së 0 cos 0 — gin? ] = 
cos? 0 sin 0 cos 0 


= (a sin? D — a sin 9 cos 0), 
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a sin 0 — a Cos 0 
E3(0) AS(0) — (— cos © sin0cos0 sin? d 0 cos 0 — sin? 0 J Ss 
cos20 sin D cos 0 


=(—asin0 cos 0 a cos? 0), 


a 0 cos 0 sin 0 
E (0) ——— E = (sin 0 cos? 0 sin 0 cos 0) RS 20 eos ai =(0 1), 
cos 20 sin 20 
cos 0 sin 0 
SEN | | 
£s (0) =(—cos 0 sin 0cos0 sin20)| —sin 20 cos20|]=(—1 0). 
cos 20 sin 20 
Rezultă 
Y2 (6, Y, €) 
€ (0, Y, €) j 
n a sin 0 (y, sin 0 — yz cos 0) + e£2(0) X [4(0) + S(0) y, 0] + o(s) 


X" [u(0)] X [u(0) + S (0) y, 0] 


1 O 
Te x? + a(y, cos 0 + yz sin 0) ZE 
Y 3(0, y, e) 
O (0, y, e) i 


a cos 0(— y, sin 0 + y, cos 0) + cés (0) X[u(0) + S(0)y, 0] + o(e). 


E 14 e Z Tu(0)] XTu(0) + 8(9)y, 0] 
a? + a (y, cos 0 + yz sin 0) 
De aici 
2(0 
I9) — ys + [a sin 0(y, sin 0 — yz cos 0) + c£; (0) X [u (0) + 
O (0, y, £) 


E [u (0)] X [v () + 8 (9) y, 0] 
a? + « (y, eos 0 + yz sin 0) 

= Yz + a sin O (y, sin 0 — y; cos 0) + e£2(0) X [u(0) + $(0)y, 0] — 

ET. sin 0 (y, sin 0 — yz cos 0) 

a? + « (y, COS O + Yz sin 0) 

Y?(0, y, e) 

O (0, y, £) 


+8(0)9, 01 ode — tote) |= 


X" [u(0)] X[u(0) + $(0) y, 0] + o (e), 
= Y, a sin? 0 + y4(1 — a sin 0 cos 0) + 


dre GEI UI RHE Asi OOR D) gap tw (8) + 8 (8)y, 0] +0 (s) 


a” + «(ya cos O + ys sin 0) 
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3/0 : « 
TOTA 4. +acos 0(— y, sin 0 + y, cos 0) + ez (0) X [wu (0) + 
O (0, Y, €) 


0 (— y, sin 0+ Yz Cos 0) ... 
8(0)y, 0] — e 2005 UIT Va YE TT Ya COP T) X" [u(9)] X [a (8 
£80), 0] E A OX uO) + 


+ 8(0)9, 0] + o(s) = — y, (1 + a sin 0 cos 0) + ya a cos? 0 + [80 — 


a cos 0(— y, sin 0 + ya cos 0) —. | 
— ______ee A [v(0)]| X [1 (0) +8 (0) y, 0 
a? + a (ya cos 0 + y; sin 0) Lu (9)] | X Lu (9) 3-5 (9) y, 0]+ o (s) 
Avem 


:(0) — a sin 0(y, sin 0 — yz cos 0) .. 0 | 0 D 
E 0) — e Lacan o) T [u (0) | X [u(0) +80), 0] 


= X, [u(0) + 8(9)y, 0]sin 0 -- X,[u(0) + 8(0)y, 0] ee 0 + 


a sin 0 (y, sin 0 — yz cos 0) 
x? + « (y, Cos 0 + yz sin 0) 
+ 8(0)y, 0] sin e IO CO a enn d- 
a? + a(y, cos 0 + yz sin 0) 
= X, [u(8) + 5(0) y, 0] sin 0 + X,[u(0) + 
2 309. 2 ; in? A_ in2 
O y 5505: 0:591:008 993/0080 GIU Say Poll T COS M 
a + Yz COS O + yy sin 0 
+ X3[4(0) + S(0)y, 0]- 
. æ sin 0 cos O + y, sin 0 cos? 0 + y, sin? 0 cos 0 — ay, sin? 0 cos 0 + ay, sin 0 cos? 0 
a + ya cos O + ys sin 0 
= X, [4(0) + S(0)y, 0] sin 0 + X,[u(0) + 


2 3 in3 : ER 
O y EE 
a + Y, Cos O + ys sin 0 


a sin dE 


+ Xs [u(0) + 


l 0 in 0 cos 0 (cos 0— a sin 0 Ino ons BesiniB i 
ER 


æa + ya cos 0 + y; sin 0 
La fel 


om . a cos O (— y, sin 0 + yz cos 9) x* [u (8)] 


X [v (0 6), 0] = 
a? + a(y2 cos 0 + yz sin 0) | [au (8) + 8(0)9, 0] 
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= —X,[u(0) + 8(0)y, 0]cos 0 + X, [u(0) +8(0)y, 0] sin 0 cos © + 


, 9.08 0 (— y, sin 0 + ga cos 6) 
a? + a (yg Cos 0 + y sin 0) 
EE 
a? + a (ys cos 0 + yg sin 0) 
+ Xa [u (9) + 
EE 
æ + Ya cos 0 + y; sin 0 


« sin d +X,[u(0)+8(0)9, 0] sin: 9 — 


a COS d = — X,[4(0)+ 8(0)9, 0] cos 0+ 


+ X; [v (0) + 
+8 (0) y, 0] 
Rezultá 


a sin? 0 + ya sin 0 cos 0 (sin 0 + a cos 0) + yz(sin3 0 — a cos? 0) 
A + Y cos 0 + ya sin 0 


Ei = Ya a sin? 0 + y, (1 — a sin 0 cos 9 elo [u (0) + S (8) y, 0]sin 0 + 


+ Xa [v(0) + 

taoa 5008 ea Va (0085 sia aia 0) E ys BIO CON (CoE g= aSa S) 
' a + y, COS 0 + y, sin 0 

+ Xy [u(0) + 


a sin 0 cos O + ya sin 0 cos 0 (cos 0— a sin 0) +y3 sin 0 cos 0 (sin O a cos 0 
8(0)y, 0] 2512-9 eos 0-tua sin 0 cos 8 (ens 0 a sim D) ua sin O cos O (sin 8-a cos 0) A +o( 
æ + ya cos 0 + yz sin 0 


+ 


<A = — Ya(1 + a sin 0 cos 0) + Y, a cos? 0 + dE 
+ $ (0)y, 0]cos 9 + X,[u(0) + 


æ sin 0 cos 0 + ya sin 0 cos 0 (cos 0— a sin 0)+ y; sin 0 cos O (sin 0+ a cos 0) 


& + Ya cos 0 + yz sin 0 + 


+ $(0)9, 0] 
T X3 [v(9) + 


+ 8(0)y, 0] æ sin? 0 + ya sin 0 cos O (sin 0 + a cos 0) + y; (sin? 0 — a cos? Za o (e). 


& + Ya cos 0 + ys sin 0 


Am obtinut astfel forma explicitá a sistemului (19). Sistemul (18) este 
in acest caz 


—— = Ya a sin? 0 + y, (1 — a sin 0 cos 0), 


—== = — Ya(1 + a sin 0 cos 0) + y, a cos? 0. 
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Pentru a obtine o matrice fundamentalá de solutii a acestui sistem 
sá observám cá el coincide cu sistemul in variatii normale, deci solutiile 
lui vor fi componentele normale ale solutiilor sistemului in variatii, care 


in acest caz este T. = Ax. Descompunem deci soluţiile acestui sistem 
după vectorii (X, č., č). Avem 
e? e, = pl X + pi E, + ps, 
cos 0 e, + sin 0 e, = pl X + p3 E, + p} E, 

— sin 0 e, + cos 0 e3 = pi X + pi Es + p$ Es. 

Din ultima relatie obtinem 
— gin 0 = — pj sin 0 + pi cos? 0 + pi sin 0 cos 0, 
cos 0 = p} cos 0 + pj sin 0 cos 0 + pi sin? 0, 


0 = pi sin 0 — pi cos 0. 


Rezultá 
— sin 0 cos? 0 sin 0 cos 0 
cos 0 sin 0 cos 0 sin? 0 
0 sin 0 — cos 0 
Pi = sin D cos? 0 sin 0 cos 0 uH ió 
cos 0 sin 0 cos 0 sin? 0 
0 sin — Cos 0 


Celelalte relatii dau 


e^? = pi sin 0 — pi cos 0, 


0 — — pi sin 0 + p? cos? 0 + pi sin 0 cos 0 
0 = picos 0 + p? sin 0 cos 0 + p? sin? 0 
cos 0 = — pi sin 0 + p cos? 0 + pi sin 0 cos 0, 


sin 0 = pi cos 0 + pă sin 0 cos 0 + pi sin? 0. 
0 = p$ sin 0 — pi cos 0, 

Aceste douá sisteme au acelagi determinant (acelagi cu determinan- 
tul sistemului precedent); coloanele acestui determinant sint compo- 


nentele vectorilor X, ča, Ea în baza e,, €z, es şi cum aceşti vectori formează 
un sistem ortogonal gi normat, determinantul este egal cu 1. Rezultă 


pi = e^? sin 0, pi = — e” cos 0, p2=—cos0, pi = sin 0, 
deci sistemul (18) admite matricea fundamentală de soluţii 


ao) e. — Gëf w 
sin 0 e“ cos 0 
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şi deci familia de soluţii periodice de perioadă 27, 
Y, = B cos 0, Y; = B sin 0. 
Sistemul adjunct are ca matrice fundamentalá pe 


em sin D | 


— e sin 0 e cos 0 


şi soluţia periodică de aceeaşi formă. 
Vom aplica teorema 3.8 la sistemul (19). Avem de calculat pe P(y). 


Avem 
sin 0 — cos 0 B cos 0 0 
une [sues "I sec) 


sin 0 cos 0. sin? 0 D sin 0 B sin 0 


0 0 
O+S =e co J SÉ ; 
sin 0 sin 0 
Y, COS 0 + yz sin 0 = B, 
Y, Sin 0 cos 0 (cos 0 — a sin 0) + y, sin 0 cos 0 (sin 0 + a cos 0) = 
= f sin 0 cos? 0(cos 0 — a sin 0) + B sin? 0 cos 0 (sin 0 + a cos 0) = 
= f sin 0 cos 0 (cos? 0 —a sin 0 cos 0-- sin? 0-+a sin 0 cos 0)=8 sin 0 cos 0, 
y, Sin 0 cos 0 (sin 0 + a cos 0) + y, (sin? 0 — a cos? 0) = 
— sin 0 cos? 0 (sin 0 + a cos 0) +B sin 0 (sin? 0 — a cos? 0) = 
= ß (sin? 0 cos? 0 + a sin 0 cos? 0 + sint 0 — a sin 0 cos? 0) =B sin? 0, 
Y, (cos? 0 + a sin? 0) + yz sin 0 cos 0(cos 0 — a sin 0) = 
=P cos 0 (cos? 0 + a sin? 0) 4- B sin? 0 cos 0(cos 0 — a sin 0) = 
= B (cost 0 + a cos 0 sin? 0 + sin? 0 cos? 0 — a sin? 0 cos 0) — cos? 0, 
y, sin 0 cos 0(cos 0 — a sin 0) + yz sin 0 cos O(sin 0 + a cos 0) = 
= B sin 0 cos? 0 (cos 0 — a sin 0) +8 sin? 0 cos 0 (sin 0 + a cos 0) = 
= f sin 0 cos 0 (cos? 0—a sin 0 cos 0 +sin? 0--a sin 0 cos 0) — sin 0 cos 0. 


Rezultá cá in sistemul (19) termenii in e, scrigi pentru solutia gene- 
ratoare Y, = p cos 0, yz = B sin 0, devin 


AX, (0, y cos 0, y sin 0, 0) sin 0 + X,(0, y cos 0, y sin 0, 0) cos? 0 + 
+X,(0, y cos 0, y sin 0, O)sin 0 cos 0 — X,(0, y cos 0, y sin 0, 0) cos 0+ 
+ X2(0, y cos 0, y sin 0, O)sin 0 cos 0 + X¿(0, y cos 0, y sin 0, O)sin? 0. 
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Rezultá 


27 
P (y) =| (X, sin 0 + X, cos? 0 + X, sin 0 cos 0) cos 0 + (— X, cos 0 + 


e 


+ X, sin 0 cos 0 + X, sin? 0)sin 0} d0 = 
27 
= LE JO, y cos 0, y sin 0, 0]cos 0 + X¿[0, y cos 0, y sin 0, 0]sin 0) dO. 
0 


Cu aceasta, teorema 3.8 permite rezolvarea completá a problemei. Apli- 
catia consideratá putea fi tratatá mai simplu *), dar am tinut sá dám un 
exemplu de calcul efectiv pe baza metodei prezentatá teoretic. 


8 9. SOLUTII PERIODICE DE SPETA A DOUA 


Ín studiul unor sisteme electromecanice, de exemplu al motoarelor 
sincrone, al generatorului de curent alternativ, care lucreazá in reteaua 
comuni in paralel cu alte masini etc. dupá unele ipoteze simplificatoare 
se ajunge la aceeagi problemá matematicá, care apare in studiul pendulului 
cu frecare liniará, aflat sub actiunea unui moment constant. Ecuatia de 
mișcare are forma 


q & 9 
dt? 


+0 T 4 mga sins = M, 


gi intră in tipul general kan notám = = d 


dz 
— = 0 (ð, 2), a E 2), 


unde funcţiile O gi F sînt periodice în raport cu 9 cu perioada 27. 
studiul acestor sisteme un rol însemnat îl joacă soluţiile de forma 


z(t) = q(t), 9(t) — et + y (1), 
2NT 


Go) 


unde o, y sînt periodice cu perioada T = 
Intr-adevár, sá observám cá 


2Nr 


ett 1. T)=2(0), dE ver T) = 9() + äs 


Datorită caracterului unghiular al variabilei 9, starea sistemului nu 
se schimbă atunci cînd 9 se înlocuieşte cu 9 + 2N, deci putem considera 


*) O tratare a unor sisteme generale conținînd pe cel de mai sus drept caz particular 
există într-o lucrare a lui E. A. Coddington si N. Levinson. 
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că 2(t + T) 9(t + T) corespund aceleiaşi stări a sistemului ca şi e(t), 
9(t). Aceasta justifică faptul că soluţiile de forma considerată sint asi- 
milate cu soluţiile periodice ale sistemului şi se numesc soluții periodice 
de speța a doua. 

Semnificaţia geometrică a acestor fapte este următoarea : 


Punind în corespondenţă biunivocă stările sistemului cu punctele 
unui spaţiu al fazelor, se vede că pentru sistemele considerate, din cauza 
periodicitátii în raport cu 9, spaţiul fazelor corespunzător este un cilindru. 
Soluţiile periodice de speta a doua corespund unor curbe închise situate 
pe acest cilindru, care înconjoară cilindrul ; curbele sînt închise deoarece 
cînd t variază cu T, punctul (9 (t), 2(t)) se întoarce în acelaşi punct de pe 
cilindru şi înconjoară cilindrul deoarece cînd t variază cu T, 9 variază 
cu un multiplu de 27. 

În cele ce urmează vom considera sisteme de formă generală, care 
conţin drept cazuri particulare pe cele de mai sus şi vom pune în evidenţă 
o teoremă de stabilitate a soluţiilor periodice de speța a doua, analogă 
cu teorema lui Andronov-Witt, precum şi o teorie a sistemelor cu para- 
metru mic. 

Considerăm un sistem autonom de forma 


a = f (v) 


unde f(x + 2xp) = f (x), p fiind un vector cu unele componente egale cu 1 
si cu celelalte componente nule. 

Aceasta înseamnă cá f este periodică de perioadă Ze în raport cu o 
parte a componentelor vectorului v. 

Presupunem cá sistemul admite o solutie periodicá de speta a doua 


u(t) = wtp + v(t), 


unde d este periodică de perioadă T = a ; aceasta înseamnă cá 
€) 
27N 
u(t LI ( TU jp» $47) = u(t) + 200, 


deci acele componente ale lui u in raport cu care f este periodicá variazá 
cu un multiplu de 2r, iar celelalte rămîn neschimbate. Rezultă de aici 
că f[u(t)] este periodică în t cu perioadă T: 


f [I (t +T)]= flu (t) + 2Np] = f [u (1) 1. 
Cu ajutorul formulelor lui M. Urabe formám sistemul ortogonal 
normat legat de curba u(t); fie £j, £,,..., &„ vectorii acestui sistem, 
unde am notat £, = Jeu). 


fu (OIL 
Tinind seama de modul în care a fost efectuată construcţia, toţi 
vectorii €, rezultă periodici de perioadă T. 
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Ca si in studiul solutiilor periodice ale sistemelor autonome facem 
schimbarea de variabile x = 4(0) + S(0) y si obţinem un sistem de forma 
dy d0 
—.=VY(0 —— =00(0 
ER (0, y), ài (9, y), 
unde 


o — . Vlw(0) - 8(0)y], flu 0))) — 


ftt + $ (11400, S) n 


Y,— (Ea, f[u(9) + 8(0 y — Y e, e ye. 


Din aceste formule se vede cá Y şi O sînt periodice in 0 cu perioadă 
T, deci sistemul în variaţii normale este un sistem liniar cu coeficienţi 
periodici de perioadă 7. 

Sistemul în variații corespunzător soluției u(t) are matricea A(t) = 
— f. [u(t)] şi deoarece f, are aceleaşi proprietăţi de periodicitate parțială 
ca şi. f, rezultă că şi A(t) este periodică in t cu perioadă T. Sistemul în 
variaţii 


do 
— = A (1 
3; (t) 
admite solutia 
_ du ` dy 
TR 


periodicá ín t cu perioadá T, deci admite ín orice caz un multiplicator egal 
cu 1. Repetind calculele efectuate în cazul cînd u(t) era periodică, dedu- 
cem că ceilalți multiplicatori ai sistemului în variaţii coincid cu multi- 
plicatorii sistemului în variații normale. 

Deducem astfel 

TEOREMA 3.14'. Dacă n—1 multiplicatori ai sistemului în variaţii 
corespunzător soluţiei periodice de speța a doua u(t) se află în interiorul 
cercului unitate, această soluție este orbital stabilă; aceasta înseamnă cá 
dacă (tg) este suficient de aproape de curba x = u(t), atunci există c astfel 


A 


necit 
lim [æ(t)— «(t + c)] =0. 


Aceastá teoremá a fost stabilitá de O. Vejvoda. 
Sá considerám acum un sistem de parametru mic de forma 


e? =$ (2, e), fu +2mp, e) = f(x, e), 


şi să presupunem că pentru c = 0 sistemul admite o soluţie periodică 
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de speța a doua u (t). Considerind din nou sistemul de vectori £j, Čas- .., En 
legat de această soluţie şi efectuind schimbarea de variabile 


xs =u(0) + 8(0)y 
se obtine un sistem de forma 
Ey yog. al 
dt dt 
Ca în cazul cînd u este periodică se trece la sistemul 
dy = Y (0, y, £) 
dü O (0, y, e) 


gi cu metodele obișnuite se vede cá dacă sistemul în variaţii corespunzá- 
tor soluţiei u (t) are n—1 multiplicatori diferiți de 1, există o soluţie y (0, e) 
periodică în 0 cu perioadă 7 cu 


lim y(0, e) =0. 
e>0 


= B(0)y + en(0)+0(lyl| 9-021) 


Acestei soluţii îi corespunde o soluţie a sistemului initial, de forma 
x(t, e) — w[0(t, ell + S[0(t, e)] y [0 (t, e), el. 


d 
uo 9009 =1 +0(|e| + Iyl) 


rezultă : : 
um om SE 1+0(e + ly) dé T + eT (c) 
0 BI 


căci y (0, e) = O(s). _ 
Deducem de aici că dacă t variază cu T +eT(<), 0 variază cu T 
gi deci 


a(t+T+ cT (s), e] =4[0(t, e) + T] - S[0(t6 e) -- T] y [96 e) +T, e]= 
=u [0 (t, ell + 2r.Np + S[0(t, ell y [0(6 e), e] = x [0 (t, e)] + 2xNp. 
Din faptul că soluţia te) obţinută verifică relaţia 
c (t + T" (e), e) = x(t, e) + 2rNp 
rezultă că -— 
a (t, e) "n + 4, e) 
y (tr T" (s), e) = (i, e). 
Pentru aceasta este suficient sá verificám cá diferenta 
Zar AN 


T" (s) 


cu 


€ (t, e) — pt este periodică, cu perioadă 7T" (e). 
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Avem 
e(t +T", e) — SE p (t +T) = a(t, e) + 2:Np — ia pe — 2r Np = 
T" (e) T 
2TN 
= t (t, e) => "a Di 


si proprietatea e demonstratá. Am obtinut astfel 

TEOREMA 3.15'. Dacă pentru e =0 sistemul x =f(x, el admite o 
soluţie periodică de speța a doua u(t) astfel încât sistemul în variaţii cores- 
punzátor are un singur multiplicator egal cu 1, atunci pentru | e | suficient 
de mic sistemul admite o soluție periodică de speța a doua unică «x(t, e), 
cu proprietatea 


lim zeit, e) = u (t). 


Dacă în plus nici unul din multipheatori, cu excepția celui egal cu 1, 
nu este rădăcină a unităţii, sistemul nu admite în vecinătatea curbei x = u (t) 
alte soluţii care să fie curbe închise în spaţiul fazelor, afară de x (t, e). Dacă 
multiplicatoriui diferiți de 1 se alfă în interiorul cercului unitate, soluţia 
periodică de speța a doua «x (t, =) este orbital stabilă. 

În același fel se studiază mai departe şi cazurile cînd sistemul în 
variaţii are mai multi multiplicatori egali cu 1, de exemplu cazurile cînd 
există o familie de soluţii periodice de speța a doua. Totul revine la studiul 
soluţiilor periodice ale sistemului 


SI — B()y + en(0)+0(y] lel) 


care se efectuează cu metodele obişnuite. 


$ 10. O METODĂ DE APROXIMATII SUCCESIVE 


9. În cele ce urmează vom prezenta o metodă de studiu a unor 
cazuri dificile din teoria sistemelor neliniare cu parametru mic, elaborată 
de L. Cesari şi reprezentînd sinteza unui întreg ciclu de lucrări ale lui 
L. Cesari şi ale elevilor şi colaboratorilor săi. Se consideră un sistem 
de ecuaţii diferenţiale de forma 


d 
E = Á (s) y + eq (y, t, e) (20) 
şi se presupun îndeplinite condiţiile : 
a) Există numerele w > 0, 5 > 0, e, > 0 gi întregii 0 <v<n, a,, b,, cu 
b,>0, j=1,... v, astfel încît cele n valori proprii p,(e) ale matricii A 
sint funcţii continue de e pentru 0 < £< e, gi verifică relaţiile 


„a 
BEE (j=1....,y}) 


2 


292 TEORIA CALITATIVA A ECUATIILOR DIFERENTIALE 


om - | 820 pentru ¿j=v+1,...,n, m=0, +1, +2,... 


0 
b, fiind un multiplu comun al numerelor b,,..., b,. 


În plus, se va presupune că A (c) este o matrice diagonală. 
(K). Există R>0 şi o funcţie dii > 0 integrabilă în orice interval 
finit, astfel ca |y,| < R, — oo «t < cosá implice 


| 45 (9; t, c) | < qv, (t), j=1,..., n 


gi pentru č > 0 există £ > 0 astfel încît | y, |, ly, | < E, 0 « e' <e” « e, 
Ia — y; | <S €, | e" — e” |< E să implice 


| q; (y, t, €) —qj(y”, t, e) | < Sut). 


În plus, q(t, y, =) este periodică in t de perioadă zm e 


LO 
(L). | g (y, t, e) — g,(y”, t, e) | < $ (t) y lY —Y l (j=1, 2,..., n). 
Les) 
Rezultatele obtinute se vor aplica la sistemele de forma 


d? u; du 
da, —L 
dt? SE dt 


du ; 
+ o; u, = ef, (u, WER t, €), (j=1,..., u) 
, 3 (21) 
9. uU e 
2 tp y= efu T. t, d (G=u+1,..., n). 


Presupunem ei e: j=1,2,..., u; punem ps Vo ai gi pu(e) = 
— — tiv Ple) = — 9 — iy. 
Ordonám primele u ecuaţii astfel ca pentru un w>0 sá avem 
a : 
&,(0)— 0, o,(0)— Ce Q, 08,70, bz, j=1,2,...,A 
j 
si 


en (0) + me, P;2 (0) £ -e 
0 


bo 


, j =A +l1,...,u, m=0, +1, +2,... 


Ultimele n — y ecuații vor fi ordonate astfel încît f,(0) +0 pentru 
j=u+1,..., r gi B (0) = 0 pentru j =r + 1,..., Nn, p<r<m. Să pre- 
supunem că funcțiile f, verifică condițiile (K) gi (L) în raport cu varia- 


bilele g v =) ; 
di 
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Introducem noile variabile Y,,..., yy, N = n + y punind 


du, ; 
Ju-i— — e S H? (j = 1...) 
du, : 
Ju = en Uy — => (j=1,...,1) 
Jut; — 9j; (j—ucT1...,m) 
Rezultá 
1 du, 1 A 
Ww; = ziy (J2;-1 + Yz) P = Era (651 Yaj-1 F Pia Mach (j=1,...,u) 
i j 
dy,;.— du, | da du e dù, 
geg = — ja FS ES = xL — 2a; m — 6j Ut Egy- (y, t, £)= 
4L; 
= Bo 3 — 6j Uj + €Qoj-1 (Y, t, €) = en Maa t (pia PA — 0; ) uj + € d3i-1 
deci 
dyo; 
E = Gan Yay-1 + €Q;-1 (Y, t, e). 
Mai departe, 
dy;; du, d*u, du, du, A 
a "na aa A iq til 
du, 2 2 
= — Pes dt ab 0j 4L; + € do; = Pj (Y y — ea 4,) + 9; u; + € Q»; = 
= Pia Va; + da (Y, t, €), 
dy, ; 


rr B; Ju; + E Qui. 
Sistemul (21) apare astfel transformat intr-un sistem de forma (20). Pri- 
melor v ecuaţii din sistemul (20) le corespund primele 21 şi ultimele n— r 
ecuaţii ale sistemului transformat. Numerele p,(0), j = 1,..., v, sînt aici 
49, — ëss, an V, — 10, 0,...,0, unde 0 este repetat de n — r ori, 
lar 7j = - CO, 
j 

Să observăm că pentru e = 0, sistemul (20) admite familia de so- 

lutii depinzind de v parametri 


Beil t 


Y=Gei ,j-—1,.. y y=0, j¿=v+1),..., N. 


Dar 
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este o funcţie periodică de f cu perioada SE , deci solutiile considerate 
€) 


2r bo 


sînt funcții periodice de t cu perioada , bo fiind, ca mai sus, cel mai 


mic multiplu comun al numerelor b,, j = 1,..., v. 
Sîntem astfel în condițiile din teorema 3.8. Condițiile de existență 
Zoch, 


a unei solutii periodice de perioadá Se pot obtine cu ajutorul acestei 


€) 
teoreme generale. Aceastá problemá o vom studia insá independent de 
teorema 3.8, ecu ajutorul metodei lui L. Cesari, metodá care este suscepti- 
bilă de aplicaţii gi în alte cazuri. De asemenea, această metodă furni- 
zează și un procedeu de calcul aproximativ, prin aproximatii succesive, 
al soluţiei periodice. 

Vom începe cu unele noţiuni pregătitoare. Se consideră familia Ca a 
funcțiilor f(t), — oo <t<oo, care sint sume finite de funcţii de forma 
e“ o (f), c fiind un număr complex, iar o o funcţie cu valori complexe, pe- 
riodică în t cu perioadă T = zum integrabilă în [0, T]. Evident, C, este 

€) 
o clasă aditivă. Dacă xq are seria Fourier 


+a 
e(t) - Y c,e"^', 


m= —oo 


. . + 
atunci seria y e elimo+o)! 
m 


m= —90 


se numeşte seria asociată funcţiei f. 

Valoarea medie M [f] se defineşte prin M [f] = Cm dacă imo + o= 0 
şi 9L [ f] — 0 dacă nu există m cu ¿mo + o — 0. Pentru orice f € Co, IM [f] 
este definită gi reprezintă o funcţională liniară pe Ce. Pentru funcţii vec- 
toriale, M [f] este vectorul cu componentele M [f,]. , 

Dacă fECa, o primitivă F a lui f aparține lui Cu dacă $$ numai 
dacă M[f]=0; dacă M[f] — 0, există o primitivă F unică apartinind lui 
Co si astfel ca M [F] = 0. Această primitivă va fi notată | f(t)dt. 


Dacă f =e+P!p gi M[f]=0, P~ Cm”, atunci 


Cm 


a +18 timo 


VO dt E e ibt, Qo = Y eim ol 


Pentru orice constantă V > T, există N (c, T, V) astfel ca 


T 
IP() «NV 1o()1dw, 0<t<7. 
+0 
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Pentru oz 0 (mod oi 


1 +T 
Fo0= h fdu, 
e% — 1j 


t+T 
iar pentru o = 0 (mod us), F(t) = zi uf (u) du. 
t 


Dacă c + imo £0 pentru m 2 0, +1,..., si 0<8<min |c + 
+im o |, 0 — 3 « o, fie o” astfel ca | co—o' |< 2 f= eto, f =e* p, VT. 
Atunci primitivele unice F, F’ cu valoare medie nulă verifică relația 

T 
rm — miseler |p(u)| du, 0<t<7. 
0 


Într-adevăr, avem 


1 UT 1 t4-T 
ch ere il du FO LÀ er eto) du 
SER t e t 
deci 
l l t+T e?" e?" 
pm PO = a OI 
1 CT : f 
1 


t+T 
y Aaa (e [100000] + (091), e" p (u) du, 


de unde rezultă imediat evaluarea scrisă mai sus. 
LEMA. Dacă A este o matrice constantă cu valorile proprii p,,...,Pn, 


$$ f e un vector periodic cu perioadă T = Ka dacă există 93 > 0 astfel 


€) 
ca | o, imo | 2950 pentru orice m = 0, + 1, + 2,..., atunci sistemul 


are o soluţie periodică unică, de perioadă T şi această soluţie verifică evaluarea 
n GT 
lg, (01 « N y | |f. (©) | dt. 
k=1 Jo 


Demonstraţie. Se poate presupune că A este triunghiulară, căci există 
totdeauna o transformare liniară care o aduce la această formă. Ultima 
ecuaţie a sistemului are atunci forma 


V, = 059a + f, (t) 
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şi admite soluția periodică unică 


y, (t) = ev ent, (u) du; 


avem 
(DILUN È 1, (0 at. 
Penultima ecuatie are forma 
H. a = Pn-i Ha + Onion Yn (t) + fu (t) 


si admite solutia periodicá unicá datá de formula 


Yn—1 (t) = loa, s. y, (U) + faa (u)] du. 


Procedeul se repetá gi lema rezultá demonstratá. 
Fiind date numerele c,, j = 1,..., v, se consideră mulţimea Q 


a funcțiilor vectoriale continue, periodice de perioada T = SE ale 
€ 


cáror prime v componente au forma 


e, (t) = e'* [e; + gi (£)], 9I [oi ] — 0. 


Se considerá transformarea definitá de relatiile 


V, (t) = C; e" + cef ven 44; Le (u), u, e ]— d, 9, (u); du, (j—1,. TK) 


y (0) = edle ta leu welău, Hui nh 
unde numerele d, sint definite de relatiile 


e, d, = M [e ^" q, (o (u), u, £)], (j=1,...,v) 


Observăm cá e %" q, [p (u), uc], j=v+1,..., n, sint de clasă Cu, 


imo 
cu | — o, + 


|> è> 0, ol = 5 deci au valoare medie nulă. 


Se vede imediat cá functiile y, sint continue, periodice de perioadá 
T. Tinind seama de relaţiile care definesc pe d, şi de faptul că M[ e "el 
=G) j=1,...,v, se vede că 


M [e "7" (, [o (u), u, e] — dg; (4) ] = 0 
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$1 se deduce imediat cá 
M DI (t) e ]= Con (j = 1,..., v). 
Rezultă că transformarea considerată aplică pe Q în ea însăşi. 
Introducem în Q norma 
(el = max |o, (t) | 


si Q devine un spațiu metric complet. Fie 


z(t) = («e n ,..., e e Y, 0,...,0) 
şi O, sfera |p — z|| <r. Fie R numărul care intervine in ipotezele făcute: 
asupra funcțiilor q,, 4 funcția care intervine tot acolo, K — 0 astfel încît, 
T 
Va < KT. 
0 
Dacă max |e;| Cr; « E şi r — E — r,, pentru o € O,, avem 
ell < lell +r <r +1, =R 

si din 

1 ii —it.u 

Ci d, == | e 3 g; [p(u), u,e]du 

T Jo 

rezultă evaluarea 


T 
d, | < | u) du; 
| d, |< PTAS ) du; 
dacă ri < |c; |, rezultă 
K 
| d; | <= 
1 


deci 


bm —2 ml NeV (auto (u), u, ell + 1d, llo, (Dau 


TKR 


Y 


«Ne cz + | pentru 325 1.5.5 


Pentru j = v+1,..., n avem 
T 

19,(0 —2 (01 LL e 19, Co (u), u e] du & € HNKT, 
. 0 


unde H = ef , y = max | Re p|, J} = v+1,...,2. 


Rezultă c dacă e e suficient de mic, avem |V, — 2, |< r, deci trans- 
formarea considerată aplică sfera Q, în ea însăși. 
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298 
Arătăm că pentru e suficient de mic, transformarea este o con- 


tractie. Avem 
nK 
< == lle — e? ll, 


1 = Ă : 
: E y (u) | e; (v) — q (u) | du < S 


|dj— d5|< 


IS | T 
| 9 IN 


d dé, Lot (u), u, e] — glp? (u), u, ell + 
iale! (u) — ei (u) | + | — dH gi (u) |) du < 


ëch wo Lei (u) — ed (u) | + | di leital — e? (uw) + 


nK 

+ E Ip? — e*] du < 
1 

nKRT : 

— — — llo! — Pl < e NH lei — q2|| pentru j = 1 

= e NHnKT||o! — ai, (j= vcl... n). 


Se vede de aici că dacă e e suficient de mic, transformarea este o 
contracție. Ea admite un punct fix în Q,. Fie y, (t) acest punct fix. Avem 


; Y) 


M 


+ 


1 


y, (t) — e, 0 Legd le eU (q, [y (u), u, e] — d; y, (u)) du, (j= 1,. 
(j— v+1,..., n). 


y, (t) = e er?" je a, [y (u), u,e] du, 


Rezultá 
d it, . it Ee. 
F^ =i1,0,0 + + tr, ee "e + ig, [y (u), u, e] — d; y; (u)) du + 
+e e e st (g, [y (t), t, e - d, e (9) E 
= 47, y; + eq; [y (8), t, e] — d, y, (t), 


d € —pQp,(£) u € € 
o ep (e) e" 49% q, [ys (U), u, e] du + e gie WÉI q, [y (t), te] = 
= 0; (s) 9; + ea; [y (t), t, el, (3 = v+l,...,2n). 


Deducem de aici cá functiile y, verificá sistemul (20) dacá sint indeplinite 


condițiile suplimentare 
da; e * 
+ — ed, = e, (s), (3 =1,2,..., v).(*) 


b, 
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Solutia y(t) a sistemului (20) şi ecuaţiile (*) pot fi obţinute prin urmă- 
torul procedeu de aproximatii succesive 


y (t) — 2 (t), 


yi" (t) = 2; (1) + cei je e "ie, [y^^ (u), w, e]— dp > y” > (uy du 
yi (t) — ZONE d q; [y ^7? (u), u, e] du, (j = y + 1,..., n), 


di. "e, = M [e 7? q, (y^? (u), u, c)], (¡=1..., v) 
Relatiile (*) pot fi puse sub o formá mai efectivá. 
Íntr-adevár, avem 


m=z - O (s), ej (e) — o + es; + o (e) 
j 
Relatiile (*) devin 
eo; + ed, +o(e)=0 
sau 


c; + d; +0 (s) — 0. 
Pe de altá parte, 


1 T e I'm 1 A — itu , 
d, = Setz q; [y (u), i, e] du == SCH e^ "rq, [z(u), v, 0] du + O (e), 
e; T 0 e; T 0 


deci relaţiile de condiţie devin 


«0 


1 i —it.u 
a+ A e 3 q, [2 (u), v, 0]du + O (e) =0. 
e, T 
Fie 


1 E —iT¿U 
WEEN e j Q; [2 (u), u, 0] du 


z (u)=c 0, Islam 2%(4)=0, j=v+1l...,n 


Dacă P, (60,..., 00) — 0 şi Mnt) 4 0 pentra o =0 , atunci, 
O (Ci, - -3 Cy) 

pe baza teoremei funcțiilor implicite, există c, (s) care verifică 

- . i m enm 2r b 

relațiile (*), deci există o soluţie periodică de perioadă T = idi. 

€) 


a sistemului (20). 
n definitiv, am obtinut urmátoarea teoremá : 


300 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENŢIALE 


TEOREMA 3.16. Se consideră sistemul (20) şi se presupun verificate 
condițiile (ol, (K), (L). Dacă 


p; (s) = — w + eo; +0 (s), j—1,..,wv, PIE 
b, b; 


și dacă C1,..., Cy verifică condiţiile 


P, (€0,... 0%) = 0, SA ESTHER PR 0 pentru c; = ci, 
(C uds Cy) 
unde 
m 1 j — LE o 
P; (ës, a Gel = o; + e “$ q, [z (u), u, 0] du, 
e; T 0 


atunci sistemul (20) admite o soluție periodică y, (t, e) de perioadă T cu- 
proprietatea 
y; (t, e) = 2, (t) + O (e). 


Din aceastá teoremá se pot obtine diverse conditii pentru sistemele 
de forma (21). 


$ 11. PERTURBATII PERIODICE ALE SISTEMELOR AUTONOME 


Sá considerám un sistem de forma 


T = X, (2) + € X, (t, x, e), (22) 


unde X, este periodică în raport cu t de perioadă T gi să presupunem cá. 
sistemul generator 

dx 

—— = X (x 

Ee (1) 
admite o soluţie periodică x = u(t) de perioadă w, cu proprietatea cá sis- 
temul eorespunzátor in variatii admite (n—1) multiplicatori situati in 
interiorul cercului unitate. Fácind schimbarea de variabile legatá de 
sistemul ortogonal normat (X,,54,...,5,), se obţine un sistem de forma 


dü 
E = 0, (0, y) + e 0, (t, 9, y, £), 


d 

27 = Y,(0,y) + e Y, (t, 0, y, £), 
unde 0, si €,, Y,, Y, sînt periodice in 0 cu perioadă o, iar O, gi Y, sint 
periodice şi în t cu perioadă T. 


(23) 
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Fie «(s) o funcţie periodică de s cu perioadă w, admitind derivate 
continue pînă la ordinul al doilea. Considerăm soluția sistemului (23) care 
verifică condiţiile 


0 (0) = s, y (0) = a (s). 
Notăm această soluţie cu 
0 (£58, a(8), e), y (65 8, « (8), e). 


TEOREMA 3. 17. Există pentru |e | suficient i mic o funcție o (8) unică 
astfel încît familia de solutii 


0 (6,8, xe (8), €), Y (68, ae (8), d 


a sistemului (23) să formeze o varietate y = Q (t, 0, e), unde Q este periodică 
în t cu perioadă T şi periodică în 9 cu perioadă c. Sistemul (22) admite o 
familie de soluţii x = æ (t; 8, e) care formează o varietate x —Hy(t, 0, e), 
unde H e periodică în t cu perioadă T şi în 0 cu perioadă c. Pentru s = 0 
această varietate se reduce la curba u(t). 
Demonstraţie. Fie 

do 00 00 du 
o(s) =0(NT, s, a(s), £); — = — — e 

(s) ( SNE “a SS 


Scriem 
0 (6,8, Yo, €) = 0 (6,5, 0,0 


00 
8, 0, 0) Yo + ES 8,0,0) +0 (lel adi 


d 
Y (t, 8, Yo, €) =Y (t, 8, 8, 0, 0) Yo += (4,8, 0, 0)+ 


+0(lel +Y!) 
gi inlocuind in sistemul (23) avem 
d E 00(t,s,0,0 d 00(t,s,0,0 
ML 0 (6 6,0,0) Z PERI, n. Uo P9) eL oley = 
di d Yo di de 
—0, [0(t, s, 0,0), y (t,s, 0,0)]+ 90, [O (t, 8,0,0 ), y (t,8,0,0)] 090 (t, s, 0, d en im 
00 03g 
0€, [0 (1,5, 0,0 1,$,0,0 03 (t, $,0,0 
En o LO (îs, 0,0), y (6,5,0,0)] AUR e 
dy 03g 
4 90, [0 (t, 8,0, 0), y (£,5,0,0)] O(t, 8,0, 0) 
00 de 
d 90, [0 (4, $, 0, 0), y (8, s, 0, 0)] 03 (t, 8,0, 0) "Era 
oy de 


+ £0, [t, 0 (t, s, 0, 0), y (t, 8, 0,0),0] +0 (lel+ | Yo D); 
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d d ôy (t, s, 0, 0) d 0y(t,s,0,0) 
— Y (t, 3, 0,0) + —  ———————— Y + — —"—_— 
ae 200) + Wo eT de ES 
cT o(le--19o]) = Y, [9 (6, s, 0, 0), y (t, s, 0, 0)] + 
0 Y ¿[0 (î, $, 0,0), y (t,8,0,0)] 00 (t, $,0,0) 
quee e Jo 


E 
03, 


db OY, [0(5,8,0,0), y (t, s,0,0)] 


oy (1, s, 0,0 
y (t, s, 0, NES 
0y Yo 
d 0 Y, [0 (t, $,0, 0), y (6, s, 0, 0)] 00 (t, s, 0, 0) 
00 : 


de + 


+ 0 Y, [0 (t, s, 0,0), y(t, s, 0, 0)] da (t, 8, 0, 0) D 
03 de 
+0(l|el +1Y01) + £ Y, [t 9 (t, s, 0, 0), y (t, s, 0, 0)]. 
Rezultă 


dt 0 (t, 5,0, 0) = 0, [0 (t, s, 0, 0), y (t, s, 0 ,0)], 0(0, s, 0, 0)=8 


q 9 69069 = Yo [O (t, 8,0,0), y(t, 8, 0,0), y (0, 5, 0, 0)=0. 
Dar 


Y, (0, 0)=0, 0, (0, 0) z 1, deci y (t, s, 0, 0) = 0, 0 (t, s, 0,0) =t+s. 
Mai departe, 


d 00(t,s,0,0) _ dy (t + s, 0) 00 (t, s, 0, 0) n 
dt 03 
03 (t, 8, 0, 0) s 


03, 


SUR 00 

H 00, (t + s, 0) 
Oy 

d 0y(t,s,0,0) _ 0Y,(t +8, 0) 


00 (t, s, 0, 0) ES 
di 0Y o 


00 dä, 
03 (t, s, 0, 0) : 
0Y o 


à OY. (t +8, 0) 
dy 
00(0,5,0,0) — 


0 0y (0, s, 0, 0) __ 
, EN RADA dE 
0Y o 


E. 
03, 
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Din Y, (0, 0) z« 0, rezultă “ot 1 0 0 = 0 si din 0,(9,0) = 1 rezultă 


de asemenea “ol ta) = 0. Sistemul se scrie deci 
d 00(t, s,0, 0) T 00, (t+8,0) ôy (t, s, 0, 0) 
dt 09, 0y 0g, 
d  0y(t,s,0,0) _ OY (t+8,0) 0y (t, s, 0, 0) : 
dt Yo 0y däi, 
Rezultá cá Ana este o matrice fundamentală a sistemului în 
Yo 


variatii normale “E — B (t + e); dacă G (0) este matricea fundamentală 
a sistemului in variatii normale, avem deci 
Oy (t, 8, 0, 0) 


= G (t + S) G^ (s) 
03, 


gi 
90 (t,5,0,0) _ y 99, (t +30) y (t + 8) G-—! (s) dt. 
däi, „lo 03 
Din aceste formule rezultá 
00 (N T, s, 0,0) E 


00 (N T, s, 0, 0) < 
Bcc lent A E 
Os 


Yo 
00 (NT, s, (8), e) 
de 


va fi márginitá. Rezultá de aici cá 


1, | M, 


deci dacă le (8) |--|«| e suficient de mic, va fi oricit de 
80 (NT, 8, a (8), e) 


09, 
a + |e | e suficient de mic, PA fi oricit de aproape 
8 8 


aproape de 1, iar 


daeá |«(8)| + 


de 1, deci £2 + 0. De aici rezultă cá există s = E (c, e) definită 
pentru 0 <c < w şi astfel ca 
DONT, E (c, £), a (E (o, e)), e) = c. 
Cînd s se înlocuieşte cu s + w, « (s) nu se schimbă şi avem 
0 (ts + o, «(s + 0), e) = 0 (t, s, œ (8), e) + o 


Y (6 s + 0, a (s + 0), e) =y (t, 8, a (s), e), 
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deoarece în ambii membri avem soluţii ale sistemului (23) şi aceste 
soluţii coincid pentru t = 0. Rezultă 


o(s + 0) =0 (s) + o. 
Fie acum 
B (o) = y (NT, E (o, e), a (E (o, e)), e). 
Avem 
B (c + 0) =y (NT, E (o- o, €), «(E(o + o, e), e) =y (N T, E (o, e) + 
+ w, a (E (o, e) + 0), £) = y (NT, E (o, e), a (E (o, e)), e) = B (o)- 


În acest fel fiecărei funcţii o (s) definită pentru 0<s <% şi cu «(0) = a( e) 
îi corespunde o funcție f (c) definită pentru 0x o <w şi cu B(0) = Biel, 
Considerăm spaţiul funcţiilor « (s) cu « (0) = a (œw) şi cu metrica dată de 


p (%1, a2) = sup |a (s) — « (s) ; 
Us se o 
acesta este un spaţiu metric complet. Vom demonstra că operatorul B = U (a) 


este pentru |e | suficient de mic o contracție. 
Arátám mai întîi că există constantele K gi L astfel încît dacă |«(s) |< 


<AK |e|, - <L (s) s&rezulte | B (o) |- K |« |, Fus - L|s|, deci mul- 
8 c 
timea elementelor o cu | «| | K | e|, ga <L| e| este aplicată in ea însăşi. 
8 
Avem $ 
T,s 
be "oM — O (Iyl + le), 
8 
dE 1 
T—=—=1+0 i 
em "m + O (lyol+le]) 
ds 
Din 
dp _ Oy (NT, E (o, e), a (E (o, £)), £) dE (o, e) EH 
do 0s dc 
+ da (NT, E (o, £), a (E (0, £)), s) da (E (c, £) dE 
dä, ds do 
rezultă, tinind seama cá |« (E (e, e))| = O (| e]), "m = O (| sl), 


A$ | < ode) +O (lel) + 
do 


O, (NT, E (c, e), a (E (o, ell, e) 
Yo 


+ L|e| (1+0|e])): 
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Dar 
Oy (NT, 8, Yo, €) _ du (NT, s, 0,0) 
Yo 0Yo 
+G (NT + 8)G7 (s) + O( le |). 
Pentru N destul de mare avem 


+0(lY1+1e€/)= 


IG (NT + 8) G^ 1 (s)| <> 


căci | G (s)| Rem din cauza ipotezei asupra multiplicatorilor. Rezultă 


ap 
Ee 


de unde se vede cá pentru |e | suficient de mic avem 


«(n e nextel 


EA « L le |. 
do 
Mai departe 
IBI < IG (NT +8) G~ (8) lla (E (o, e))| + Ksle | + 


1 
toile Se le | Kzle] +0 (lel) 


si se vede cá pentru |e| suficient de mic rezultă 


|p(s)| «Klsl. 
Avem 


Bı— Ba = y (NT, E, (o, €), a, Le, ell, e) — y (NT, E, (o, £), a, (Eo (o, €), e) — 
da (NT, E, cu, £) 
0Y o 

+0 (| EZ, — E| + | 9,(E,) — uz (E2) |), 
a (E,) — az (E5) = a4 (F4) — a, (E2) + a, (E5) — «4, (E5) = 


sm — Es) + e (Es) — a (Ez) + 0 (| E, — E} |). 


d 
= E (NT, E,, a, £) (E, — Ey) + (ca (E,) — aa (Es) + 


8 
Fie E, (o, e) = 8,, E, (0, e) = 8,; avem 


c = 0(NT, 5,0, (8$), e) = O (NT, 82, x, (82), €); 
deci 


0 (NT, 81, % (81), e) — O CN T, 85, % (85), e) = 0. 
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De aici 
S ene e) (8, — 82) + — 04 (84); e) (o4 (8,) m A (8,)) + 
0 
+ o (| a, — dal +18, — 821) = 0. 
Rezultá 
00 (NI, x (81), €) ls, —8. |< E læ, (81) — aa(82)] + 
0 

+o (|a — az] + |8, — 821). 

Dar 
00 (NT, Sis 04 (81), e) 22 1 + O (| e |) 
0s 
căci 
| &4 (33)] = O (|e |). 
00 (NT 
pow RM < Ks, a, (8) — a (85) | = 
0Y o 
= | a, (81) — % (82) + % (82) — az (S2) | < 
d 
S80) o, — sg | + [as (8) — aa (89) sl € | 189 — 82140 (04, aa) 
deci 
(1+XK6le1)|s, —82l < K; (L |e |] s1 — 82l + p (Ga; «5)). 
Rezultá 
|81 — 82| < 2 K; p (91, o5) 

deci 

|E, — E, | < 2 K, p (%1, 0). 
Cum 

Ja, (E2) — az (E2) | < p (cu, %) 
rezultă 


| a, (E,) — Ay (E3) | < L|se|2K;o (au, &5) + p (04, Gel 
Pe de altá parte, 
du (NT, E, a, €) 


1 
« — + Kalel. 
o5 <> s |e | 


Rezultă 
1 
I&— Ba | < Kol |2 K; p (o, x + Ks il (L|s| 2.K; p (o4, æ) + 


T e (aa; &2)) +E | | (2 K; p (04, az) + L| e |2 K; p (o4, aa) + p (e; 2), 
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deci în definitiv 
1 
| Bi — Pal e (a1, %2) + Kyle le (au; 0), 

ceea ce arată cá pentru | e | suficient de mic operatorulf («) este o contracție. 

Rezultă de aici că există o funcţie «a. (s) cu | a. (s)| <K]e |, 
ta < L|e| astfel ca 

8 

as (0) =y(NT, Elo, e), a. (E (o, e)), e). 
Considerăm soluţia 0 (î,s, ae (8), e), Y (t, s, Ge (s), e); din 
0(t, s, æ: (8), e) =1t+ s +0(£) 


rezultă că putem rezolva în raport cu s sis = q (t,0, e). Familia de soluţii 
consideratá va forma varietatea 


y — Q(t, 0,c)zx y (t, p(t, 9, e), ae (p(t, 9, e)), e). 


Pentru ca teorema sá fie complet demonstratá, rámine de arátat 
că funcţia Q (t, 0, e) este periodică în t cu perioada T si periodică în 0 cu 
perioada co. Avem 


Q (0, 0, e) = a (p(0, 9, e))= a: (0), 
Q(NT, 0, e) =y (NT, e(NT, 0, e), a: (p (NT, 0, e), e) = 
=Y (NT, E(0, e), a. (E (0, e)), e) = Ge (0). 
Q(NT, 0, e) =Q(0, 0, e). 

Deoarece sistemul (23) este periodic in t, cu perioada T, avem 
y (t, 9(T, s, ae (8),e), y(T, 8, ae (8), €), e) =y(t+ T, 8, oc (8), e), 
O(t, O(T, 8, a. (8), e), Y(T, 8, a. (8), e), e) =0(8+ T, s, o (8), e). 

Pentru t = NT se capătă 
y(N T, 0(T, 8, a. (8), €) Y(T, 8, az (8), €), €) — y (NT + T, s, a. (8), £) 
DON T,O0(T, s, a. (8), 2), Y(T, 8, a. (8), e), €) =0(NT + T, s, a. (<), €) 


deci 
Q(NT +T, 0, e) =y(NT, E(0, e), Q(T, E(0, e) e), e). 
Avem 


Q(NT+T,0,€) =y(NT + T, (NT + T, 0, e), a. (p(NT + T, 0, ell, e). 
Dar 

y (N T + T, 8, a. (8), e) =y(T, O(NT, s, a: (8), e), y (N T, 8, a. (s), e), e), 
DON T + T, s, a. (s), e) = 0(T, DONT, s, a. (8), €), y NT, 8, o (8), €), e). 


Rezultá 
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Pentru s = E (c, e) avem 
O(NT, 8, a: (8, e) zo 
gi 
y (N T, E(c, e), ae (E(o, «)), e) = a. (0), 
deci 
y (N T + T, Elo, €), a. (E(o, €) e) =y (T, o, «e (0), e), 
0 (NT + T, Elo, £), «« (E(o, e)), e) =0(T, o, ac (0), £). 
Aceste relatii dau 
Q(NT +T, 0, e) 2 Q(T, 0, e). 
Rezultá 
y (NT, E(0, e), Q(T, E(0, e), e), e) =Q(T, 0, e), 


deci Q(T, 0, c) este punct fix al operatorului U gi cum acest punct 
fix e unic, rezultá 
Q(T, 0, e) = ae (0) 
deci 
Q(T, 0, lz Q(0, 0, e). 


Putem acum verifica periodicitatea lui Q în raport cu t. Pet arbitrar. 
Avem 


y(t+ T, 8, 0% (8), €) — y (t, 0(T, s, ac(8), €), V (T, 8, ae (8), €), e), = 
-—[y (t, 0, Q(T, 0, e), e) — y (t, 0, Q(0, 0, e), e) — y (t, 0, a: (0), e), 
0(£-- T, s, 0% (s), 2) —0(t, O(T, s, ae (s), e), y(T, s, de (s), e), e) = 
= 0 (t, Q(T, 0, e), e) = 0(t, 0, Q(0, 0, e), e) = O(t, 0, a (0), e). 
De aici rezultá 
Q (t 4- T, 0, e) =Q(t, 0, e). 
Pentru a verifica periodicitatea lui Q în raport cu 0 observăm că 


O(t, 8 + o, «c (8 + 0, c) =0(8, s, de (8), 2) + o 
deci 
p(t, 9 -- o, e) = ọ (t, 9, e) + o. 
Rezultá 
Q(t, 0+ o, e) — 9 (t e(t, 0+ 0, €), as (p(t, 9 + o, e), e) = 


=y (t, o (t, 9, e) + o, ae (e(t, 0, e) + o), e) — 
= y(t, p(t, 9, e), a (p (t, 9 e)), e) =Q(t, 0, e). 


Teorema este acum complet demonstratá. 
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Dacă în prima ecuaţie a sistemului (23) inlocuim pe y cu Q (t, 0, e) 
se capătă o ecuaţie 
d 0 


— = 0 
di f(t, 9, &), 


unde f este continuă gi periodică în t cu perioada T gi in 0 cu perioada o. 
Această ecuaţie permite sá se studieze proprietăţile soluţiilor situate 
pe varietatea y = Q (t, 0, e). 


8 12. PERTURBATII SINGULARE 


Vom studia acum unele probleme relative la sistemele care contin 
parametrii pe lîngă derivate. Asemenea probleme se vor numi probleme 
de perturbații singulare. 

Fie sistemul 


dz 
— —f(t, mc e 
di f(t, £, Y, €), 
(24) 
dy 
EE t X E e 
€ dt g(t, £, y, €) 


Vom presupune cá f si g sint in raport cu t periodice, respectiv 
aproape-periodice. Vom admite de asemenea ipotezele obignuite de regula- 
ritate. 

Pentru £ = 0 se obţine sistemul 


dz 
— ej, 0 
di f(t, e Y, 0), 
(25) 
g[t, £, y, 09]— 0. 
Presupunem cá sistemul (25) admite o soluţie [u (t), v (t)] periodică, 


respectiv aproape-periodicá, astfel ca matricea g; [t,u (t), v (t), 0] sá fie 
nesingulará pentru orice t. Notám 


U (t) — (g, [t, u(t), v(t), 03)? g, [t, u(t), v(t), 0]. 
În cele ce urmează f,, f,, f,vor fi derivatele funcției f în punctul 
[t, u (t), v(t) 0], iar g, g, derivatele funcției g in acelaşi punct. 


Se face în sistemul (24) schimbarea de variabile 


E=% — u(t) n =y — v(t) + U(t) £. 
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Ob tinem 
Z = fh E + 4(t), no v(t) — U(t)& e] —f [t, u(t), v(t) 0], 
d» 1 _ dei. AU 
àt SC 5 + 4 (8), y + v(t) U (t) £, e] dt 25 dt S 
dE 
+ U (t) de 
De aici 
Ef, Elt) 4- f, [n — U(t) £] - e f. -- F [t, £j me] 


dt 
Notám 


Mg gg In — U(0£)H- d -*2 eate a el. 


A(t) =f, —f,U, A(t) = Íy Q (t) =g. 
Sistemul obţinut se scrie 


de E A atef EP E, me), (26) 


d , d 
X =Onte[a, y) +00 ó, T, €), 


unde 
|¡F|=0 (1812 +1 9112 + £?) JG| =0(1 č? -F| 1 12 + e?) 


si în plus F gi G sînt lipschitziene cu o constantă oricît de mică dacă | & |, 
(al, | «| sînt suficient de mici. ` 
Vom presupune că Le <— uE, p>0; aceasta implică în 


particular ipoteza formulată anterior asupra nesingularitátii matricii Q. 
în plus, Q-rezultă mărginită. Coeficienfii 4, , A, Q si funcţiile f,, g, — 4%, 


di 
F, G sînt periodice respectiv aproape-periodice. 
Vom admite în sfîrşit că sistemul liniar 
dí 
—=A,É 27 
de” (27) 


are soluţia banală uniform asimptotic stabilă. 

aceste condiţii demonstrăm că sistemul (26) admite o soluţie 
periodică, respectiv aproape-periodică, unică, care pentru s — 0 tinde 
către zero. 
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Pentru aceasta considerăm operatorul care atașează funcţiilor 
a(t), B (t) periodice, respectiv aproape-periodice, soluţia periodică, res- 
pectiv aproape-periodică, unică, a sistemului 


= A EX As m e f, PG alt) Bit, el, 
en: m a E (^ 
= =01+el4, a | Ft (D, B(0, cl IN 


Din a doua ecuaţie (*) se determină mai întîi soluţia periodică, 
respectiv aproape-periodicá y (t), care se înlocuieşte în prima ecuaţie. 

Condiţiile impuse matricii Q asigură existenţa acestei soluţii, iar con- 
ditia impusă sistemului (27) asigură existenţa unei soluţii periodice, res- 
pectiv aproape-periodice, care verifică evaluarea 


| E< K,(K,¿sup| n| + Klel +0(1 a 1? +]B]1? + e?)), (teorema 3.4). 


Fie all <K | el, IB <K"| e]. Rezultă 
|G[t, a(t); B(t), ell Le, 
Avem 


e ca = (9, Q n) + «(n g. CH + (9,6) 


deci, presupunind e > 0, 


td, ` | 
Sa IPS fie aja er allee): 


Notind |n|? = v?, deducem 


SU e E ANN 
dt € 
sau 
e do M4 eL 


De aici obtinem evaluarea 
v« —(M t eL) 
u 
deci 


(ale (M +e LL) 
u 
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Alegind pe K’ destul de mare şi pe e destul de mic, deducem 
(als K' e. 
Mai departe, din prima ecuatie (*) deducem 
(EIS K,(K, K'e + K, c + Le). 
Alegind pe K destul de mare şi pe e suficient de mic, deducem 
|El <K le]. 


Prin urmare, operatorul aplică mulțimea ||«|| < K e, IBI < K'e 
în ea însăşi. Să arătăm că în această mulţime el este, pentru e suficient 
de mic, o contracție. 


Fie %,, Bi; «a; Pa date, čis ms Ea, Ma imaginile corespunzătoare, 


y = Ej em 2 = "fà — Ma Avem 
I - , Y Ag 9 H-F [t a(t), Bilt) el — P [5 os (t), Balt), d 
dd 


a = Wë + G[t, a, (6), Bat), el —G [t, alt) Balt), el. 


Rezultá, ca mai sus, 
| || « Ly € (lla — agil + Il Bı — Ball) 


yl Ds ella — call + 118, — Be ll), 


ceea ce arată că operatorul este, pentru e suficient de mic, o contracție. 
Deducem existenţa unui punct fix unic în regiunea | «|| < K e, 
IBI << K” e, deci a unei soluţii periodice respectiv aproape-periodice, a. 
sistemului (26), de forma 
(t) = € E (t, e), n(t) =e y (t, e). 
Am obtinut in definitiv ; 
TEOREMA 3.18. Dacă sistemul (25) admite o soluţie periodică, respectiv 


aproape-periodică [u(t), v(t)] astfel ca LES < —uE gi dacă soluția 


si apoi 


banală a sistemului (27) este uniform asimptotic stabilă, sistemul (24) admite 
pentru 0 < e < e, o soluţie periodică, respectiv aproape-periodică unică 
[æ (t, e), y (t,e)] de forma 


s(t, e) =u(t) + e E (t, e), 
y(t, e) — v(t) + e y (t, e) — e U(t) E (t, e). 
Observaţie. În cazul soluţiilor periodice, condiţia impusă sistemului 
(27) poate îi slăbită, cerînd numai ca el să nu admită soluţii periodice de 
perioada considerată, diferite de soluţia banală. 


De asemenea, condiția impusă matricii Q poate fi slăbită, cerind 
de exemplu ea pentru orice t să admită valori proprii cu părţi reale nega- 
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tive < — a. Această condiţie poate fi încă slăbită, dar conduce la cereri 
cu totul neefective. 

Vom considera acum numai cazul periodice şi vom presupune cá 
sistemul obţinut pentru e = 0 admite o familie de soluţii periodice depin- 
zind de parametrii Ori as nes ps 


Vom nota cu e veetorul (Cis C25. + -, €) al parametrilor. 
acest caz sistemul (27) admite soluţii periodice. Într-adevăr, din 
Suh 9) un, u(t, 0), v(t, e), 0]. 
di 
git, u(t, c), v(t, c), 0]=0. 
rezultă 
d ð u(t, c) „~ u(t, c) , 0 v(t, c) 
di Oe d de +, de 
, O u(t, e , 0 v(t, c) 
—ÀMÀ3 nes 
" ðe +9 de ? 
deci 
O v(t, c) — — Ult) 0 u (t, c) 
de de 
Rezultá 
d dutt, c) x c) du (t, c) 
— —_ U (t = A, (t) —-——- 
d do O — cese 
: e „a. 0u(t, 0) , bs : —— 
Prin urmare funcţiile periodice ——-——- sint soluţii ale sistemului (27). 
C 


Conform teoremei 3.2 sistemul adjunct sistemului (27) admite același 
număr de soluţii periodice independente, pe care le vom nota q, (t, C),. 

d, (î,c). Să presupunem cá pentru o valoare c, a parametrului, sistemul 
(26) admite o solutie periodicá de forma 


E(t, c) - € E (t, €), nt, e) = ev (t, e). 
Atunci Er, af verifică sistemul 
d ` t * * € * 
ELMO — A (0E (5 e) Aaler 9) f, ter, 
„An. (t, e) 
dí 


Tinind seama de teorema 3.2 avem 


, d , 
=Q (01 (t, rate, 


Lan co) As (t) sr Prater) d—0 (j—12,..H. 
Fie vu (t) = lim n (t, e). 
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Rezultá 

V (5 6) C 17 (0 - f) dt — 0, ( —1, 2,..., k). 
Pentru a calcula pe a să considerăm sistemul 


da — 
GER Q(t) m. 


Fie U (t, s, e) matricea fundamentală a acestui sistem. Din ipoteza 


Q+ 
2 


A 


< — H E rezultă evaluarea 
H 


| U(& s, e) II< Be * 


(ts) 
Soluţia periodică a" (t, e) se serie sub forma 


t 
x (t, 9-1 lp, ş, ole -F+ e de 
JLo € ds 
Avem 


s = (t—9 
e 


) U (t, 3, e) G' ds 


t 
SEA ds— M5, 
— eo u 


deci 
t 
EN U( t, s, e) 4 ds =0. 
£ — 0 Jo 


Rezultá cá 
t 
" (t) = lim gl U (t, 8, de — = ds. 
es0ze J| 
Mai departe, 


1 


E 
deci 


Ve , dv — 
| U (t, s, os 5a < Ze SE 
— ao de € y 


/ 


te 
lim | Ult, 5, de " ALI — 0. 


£0 e ds 
Prin urmare avem 


1" (t) limit 


E>0 E «iy 


U (t, s, d — Pi ds, 
: ds 
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zj o 8, 3s. — s. de == e U (t, s, oo. — 
— ejas — " (Evu s 10709, — 2) as - 
=- U(t, s 997 (s EI a + Ly t s, 9 (eo (g. — 


-ges — er q) 40061 Va 007 rale 


: d a dv 
Seet «M Ut, $, ER "ele — 22 jas. 


t—yz yz 


Pentru e > 0, ultima integrală tinde evident către zero. Deoarece 


= E 
| U(t, t yz, e) |< Be *'* 
rezultă că şi al doilea termen tinde către zero. Rezultă in definitiv 
do 
LA t — I —1] t , e alia 
" (t) Vi JE "1 


TEOREMA 3.19. Presupunem că sistemul (25) admite o familie de 
soluţii periodice de perioadă w, [u (t, c), v (t, c) ], $$ ed pentru soluţia corespun- 


zátoare valorii c =C), avem Eno < — H E. Dacă sistemul (24) admite 
0 soluţie periodică de perioadă « de forma 


g (t, e) = u (t, Cp) + € E (t, e), y (t e) = v (t, Cp) + e Y (t e) — e U(t) E” (t e), 
ATUNCI 


C a t eo) ¡att CNR eo sa) |- s] a= o G-12....9) 


pentru toate soluţiile periodice q, (t, cy) de perioadă w ale sistemului adjunct 
sistemului (27). 


Studiem acum problema perturbaţiilor singulare ale sistemelor 
autonome de forma 


dr 
m HH 
dt Ti s Y, €), 


(28) 


d 
e gn, y, €). 
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Pentru e = 0 se obtine sistemul 
dz 


— = f(x 0 
dt f(x, y, ), 


g(*, y, 0) =0. 
Presupunem cá pentru x €D există o (x) astfel ca 
g(s, e(2), 0) = 0. 
Considerăm sistemul 


Sg —f[z, ete), 0], «€ D. (29) 


Presupunem cá acest sistem admite in D o solutie periodicá, respectiv 
aproape-periodicá, u(t). 
Considerăm sistemul ortogonal normal E, £,,... £j, legat de această 


solutie, unde 
fiv, eist, 0) 
f Lu (t), 9 (v (0)),0]| 
Din construcţia vectorilor £,,..., & rezultă cá aceștia sint periodici, 


respectiv aproape-periodici in t. 
Facem in sistemul (28) schimbarea de variabile 


æ = u (0) + S(0)z, 
noile variabile fiind 0 gi 2, iar S fiind matricea care are drept coloane vec- 


torii $5,..., Ej. 
Se obtine un sistem de forma 


d 0 

dt (0, 2, y, 
dz 

— = Z(0, 2 e 
dt (0, 2, y, e), 


des — g[u (0) + 8(0)2, y, el. 


Pentru £ = 0,2 = 0, y = q [u (0)] avem © = 1 deci pentru y in vecină- 
tatea lui o [u (0)], iar z gi e mici, avem H 40 
Putem deci lua pe 0 ca variabilă independentă gi obţinem 


dz _ (0, 2, Y, €) ¿AY — g [u(0) + 8(0)z, y] : 
do € (0, 2, Y, ei dü O (0, 2, Y, €) 
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Am obtinut astfel un sistem periodic, respectiv aproape-periodie de forma 
dz d 
a e 2, Y, €), rim Y (0, 2, y, e) 
ca in teorema 3.18. 
Pentru e — 0 se capătă 


g[u(0) + S(0)z, y, 0] —0 
care admite solutia 
2=0, y = e [u(0)] 


g[u(0), ¿[u(0)], 0] =0, 
Z[6, 0, ọ[u(0)], 0]= 0. 


căci 

gi 

Avem mai departe, | | 
Y, (6, 0, e [u(9)], 0) = DEES 


Siem 
= g, [u(0), p[u (0) 1, 078 (0), 
Y,(0, 0, stitt, 0) =EL] —gtu(0), steigt 01 
v=p [u (0)] 
y=0 


Rezultá cá 
U (9) = (g, [v(9), ẹ [u(0)], 071g, [v(9), e [u(0)], 018 (0), 
Q(9) =g, [u (9), p[u(0)], 0]. 
Calculám pe: 
A,(0) = F,[0, 0, o [u(9)], 0] — F, [0, e [u(0)], 0] U (0), 


2,0—Z9, , 
F, [0,0, o [u (0)], 012—779: | 4.20, -" 
V-—o[u(01] Y=Q [u (0)] 
£—0 £—0 
2,0—Z9, : ; 
F, [0,0, e [w(9) 2] = eer Ber E al, 
R [e (0)] v=o (u (0)] 


Sistemul (29) se scrie in noile variabile 
dü 
Erde OLO, z, e [u(0) + $(0)2],0] 
de 


"AL p [v (0) + $(0)2] , 0] 
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deci 
dz — Z [0,2, e lu (0) + $(0)2],0] . 
do — O[0,z,o [w(0) 4- 8(0)2], 0] 


Matricea sistemului in variatii normale se obtine luínd derivata in raport 
eu 2 în punctul 2 = 0. Deducem 


B(0)— [2:+%, 9-8 (0)]0 —Z(0.+0,9.8(0)]  — 
(92 


z=0 
= Z, — Z, (9,) 9,8(0) — Z 0, + Z0,(9,) 9,8 (0)|.-0 = 


= (Z; — Z0)-o —(Z, — 20) U =F, —F, U, 
deci 
B (0) = A, (0). 


Dacă presupunem că soluţia sistemului în variaţii normale este uni- 
form asimptotic stabilă (ceea ce în cazul periodic înseamnă că sistemul 
în variaţii corespunzător soluţiei u(t) are toti mutiplicatorii afară de unul 
în interiorul cercului unitate), rezultă îndeplinite condiţiile din teorema 
3.18. 


TEOREMA 3.20. Dacă sistemul (29) admite o soluție periodică, res- 
pectiv aproape-periodicá, u(t), situată în D astfel ca Se < — u E, 


unde Q = g, [w(t), p [u(t)], 0] și în plus dacă soluția banală a sistemului 
în variații normale corespunzător este uniform asimptotic stabilă, atunci 
pentru 0 < e < e, Sistemul (28) admite o soluţie periodică, respectiv aproape- 
periodică unică, care pentru e = 0 se reduce la (u(t), e [u(t)]). 

Este suficient să observăm că în ipotezele teoremei, pe baza teoremei 
3.18, rezultă existența unei soluţii [2 (0, e), y (0,=)] de forma 


z (0, e) = e &* (0, €), y (90, £) = p [u (0)] + O (e) 
care conduce la o soluție de forma 


2 =u (0) + e8 (0) £* (6, e), y (0, e) =p [u (0)] + O (e). 
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Teorema lui F. Browder este datá in [57]. Teoria sistemelor autonome este 
expusá dupá [58]. Rezultatul lui E.A. Coddington si N. Levinson pomenit 
in $ 8 se gásegte in [4]. Teorema lui Andronov gi Witt pentru solutii perio- 
dice de speta a doua a fost dată în [59]. Expunerea din text e nouă. Metoda. 
lui L. Cesari a fost prezentată după [60]. Rezultatele din $ 11 se găsesc 
în [61]. Teorema 3.18 a fost dată într-o formulare ceva mai generală pentru 
cazul soluţiilor periodice în [62], iar pentru cazul soluţiilor aproape-perio- 
dice în [63]. Teorema 3.19 este nouă. Teorema 3.20 pentru cazul aproape- 
periodic este nouă. Pentru cazul periodic demonstraţia e nouă, iar rezul- 
tatul a fost dat în [64]. 


CAPITOLUL IV 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 


Într-o serie de împrejurări nu se poate neglija durata de transmi- 
tere a actiunii, ceea ce face ca fortele care intervin in sistem sá depindá 
în fiecare moment de starea sistemului nu numai în momentul considerat, 
ci şi în momentele anterioare. Astfel apar sistemele de ecuaţii diferen- 
Hale cu argument intirziat. În cele ce urmează vom schiţa unele probleme 
calitative în teoria sistemelor cu argument intirziat. 


8 1. TEOREMA DE EXISTENŢĂ. PROPRIETĂȚI GENERALE 


Să considerăm un sistem de forma 
dz (t) 
dt 


unde t > 0; presupunem că f este continuă în raport cu ansamblul argu- 
mentelor. 

Pentru un asemenea sistem soluţia se construieşte, prin ,,metoda 
pagilor”, în felul următor : fie dată o funcţie gelt) continuă pe segmentul 
[to — 7, to]. Formăm sistemul 

dz 


Ai f [t, £, pp (t—7)], to <t<tp +7 


= fl[t,x(t),vc(t—:)]; (1) 


şi considerăm o soluţie a acestui sistem determinată de condiţia iniţială 
€ (to) = 9 (tj). Fie q,(t) această soluţie, care există pe baza ipotezelor de 
continuitate făcute. Dacă această soluţie este prelungibilă pe tot segmentul 
[to to + 7], formăm noul sistem 

dx 


a cue p(t—7)], to + 1 «tx to -2« 
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şi considerăm o soluţie a acestui sistem determinată de condiţia inițială 
al, + 7) = q, (to + 7). Fie p(t) această soluţie. În general, presupunind 
că q,-,(t) este prelungibilá pe intervalul [t, +(%—2)7, to+(k—1) 7], se for- 
meazá sistemul 


= etant ted non 


si se considerá o solutie a lui cu 
æ (to + (k — 1)*) = pe-a [to + (k —1)1] 


care se notează ,(t).O soluţie a sistemului (1), x(t), definită de 
funcţia iniţială ọ(t) va fi dată de relațiile x(t) et) pentru 
¿€ [to +(k—1)7, to + kx], k=0,1,... Funcţia x(t) este evident con- 
tinuá; prin însăşi construcţia ei, funcţia x(t) este derivabilă în punctele 
interioare ale intervalelor [t + (k—1) 7, kel k>1. Se vede de 
asemenea că x(t) e derivabilă si are derivată continuă si in punctele 
t, + kr, k> 1. In punctul f, există numai derivata la dreapta. 

Dacă f(t,2,y) verifică condiţia Lipschitz în raport cu z, oricare ar 
fi y, atunci există o singură soluţie care pe [t, —r, to] coincide cu q,, deoarece 
funcţiile q,(t) rezultă determinate unic şi orice soluţie trebuie să coincidá 
cu DI în [to + (k—1)r, to + kr]. 

Sistemul (1) reprezintă tipul cel mai simplu de sistem cu argument 
intirziat. Sînt posibile situaţii in care să apară valorile funcţiei z(t) cu 
diferite intirzieri, şi în sfîrşit aceste întîrzieri pot să depindă de t. Pu- 
tem considera astfel sisteme de forma 


dei _ 


de f [65 c (t), v (t — 7, (0), et — Ta (8), . . ., 9 (t — Tm (0)]. 
Pentru asemenea sisteme se presupune cá 7,(î) 2 0 gi se consideră mul- 
timea E, formată din valorile t—r,(î), t> t, care sint mai mici sau egale 
eu tẹ Funcţia iniţială o, se dá pe mulţimea £,,. 

Mai general, putem considera sisteme de forma 


dz (t) " 
E f [t, v (t 4- 8)]; (2) 


unde pentru fiecare t fixat componentele vectorului f sint funcționale 
definite pe mulțimea funcţiilor continue date pe [—7,0], 70. Funcţia 
f depinde astfel de întreaga comportare a funcţiei x anterioară momen- 
tului t. Vom presupune dată funcţia iniţială o continuă pe [fy — T, to]. 
Considerăm spaţiul funcţiilor continue, date pe [to — v, ty +h] cu h — 0 su- 
ficient de mic, cu norma obişnuită a convergentei uniforme, || v|| = sup |w(t)| ; 
lg — xh 
submultimea funcţiilor din acest spaţiu care pe [i — T, tọ] coincid 
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cu ọ formează evident un subspatiu complet. Fie A [u] operatorul definit 
pe acest subspatiu complet prin relatiile 


i 
A [uw] — o (4) + | f [o,u(c + s)] do pentru h <t< h +h, 
A 


A [v] = q (t) pentru 4, — rii. 


Evident, operatorul A aplică subspatiul considerat in el însuşi. 
Vom presupune că f verifică o condiţie de tip Lipschitz şi vom demonstra, 
că A este o contracție. 


Avem 


| 4 [u,] — A [uz]! = 


| (ffe: u (5 + al — f [o, ele + ell do |< 


t 
<| (ffe, u (o + 8)] — f [o, ua (c +8)] |do pentru tao Êt to +h, 
le 


A [u,] — A [u,]=0 pentru tb —T<t<t. 
Dacá presupunem cá 


If (65 9) — f (t, 91 < L ll pr — gel 


pentru q,, o, într-o vecinătate a lui (tọ + s), atunci, pentru h suficient 
de mic şi 4,, U, în această vecinătate, va rezulta că A[u,] si A[wv,] sint in 
aceeaşi vecinătate şi in plus 


|A [u] — A [v5] | <h L ]| v4 — u l|, 
deci pentru h suficient de mic, A este o contractie. Rezultá in aceste con- 


ditii că A admite un punct fix şi că acesta este unic. Dacă x(t) este punctul 
fix al operatorului A, avem 


c(t) = e (t) pentru tE¡[t, — 7, to] 


gl 
€ (t) = ọ (ta) + | f [o, * (c + s)] de pentru ty <t< to + h, 
deci ü 
dz (t) 
= f[t, if 
dr fU, ett teil 


şi x(t) e soluţie a sistemului (2). 

În acest fel, dacă f verifică o condiţie de tip Lipschitz este demonstra- 
tă teorema de existenţă şi unicitate pentru sistemele generale de forma (2). 

Ca si în cazul sistemelor de ecuaţii diferențiale ordinare, această teo- 
remă are un caracter local. 

Vom nota, ca şi în cazul sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare, 
cu æ(t; to, o) soluţia sistemului (2) definită pentru t > ty — T, care pe 
[to to — 7] coincide cu funcţia iniţială e. 


SISTEME CU ARGUMENT INTIRZIAT 323 


Presupunind verificatá in continuare conditia de tip Lipschitz sá 
demonstrăm inegalitatea fundamentalá*) 


¡D(t;to, 94) — Tlt;to, 99) | «ly — elle rw. (3) 


Pentru t = t, inegalitatea este evident verificatá. Presupunem cá 
ea nu este verificată pentru toti t pentru care soluţiile sint definite si fie 


4, marginea superioară a punctelor t pentru care inegalitatea are loc. 
Avem 


. D . wv 1 A A 
ŞI pentru orice n există t < t, <t, + — astfel încît 
n 


| æ (ta 5 tos pa) — 2 (tn 5 to, P2) 1 > || 9&1 — pele? o. 
Rezultă 


1 
{| æ (ts 3 tos P1) — 2 (0, to, P2) | — | æ (în; tos pa) — 
n bi 


[67 479 — eL ^w gn — gell 


1 
— € (55t9, pa) |} > 
in 1 


deci 


: 1 
lim sup — {| æ (t +h;to, Pa) — c (ti +h; to, pa) | — | æ (t; tos 91) — 


kant h 
— T(t; tos pa) |} > Le^^—9] 9, — pall = L12z(555t9,*) — z(t; to, 99). 
Din sistemul (2) rezultă 


| dz (t; to, q) _ Ax(t;to, P2) 
di di 


= ratata) 


—$f [t, c(t $5 to, P2)] 


deci 


<L sup |T(t+8;to, pı) — € (643-8515 , pa) | 


—T& SX O0 


| dz (t; tos P1) _ do (t ito , pa) 
dt dt 


— t (t, + sto; 99)] «Lll — palet e = L| x(t,;to, P1) — € (5 to P2) ls 


căci pentru s < 0 avem 1, + s < t, si inegalitatea (3) este verificată. 
Avem insá evident 


< L sup | (t +8;t0, 91) — 


—1S5330 


du (t,) 
d 


*) Demonstratia de mai jos reproduce pe cea datá de N. N. Krasovski. 


: 1 
lim sup — {| u(t +»h)|—|u (4) 1)< 
h>0+ h 
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deci 


. 1 
Bm supe. tob (nor yh eU exe py tup — | (4 5to, $1) — 


— T(t 5tos 99) ly <L | *$(55t9, 91) — 2 (55519, P2) | 


ceea ce contrazice inegalitatea (*). Existenta lui t, este contradictorie, 
deci inegalitatea (3) este valabilă pentru toate valorile t pentru care solu- 
tiile sint prelungibile. 

In aceleasi conditii, sá considerám si sistemul 


SEO EEN (4) 
Demonstrám inegalitatea 
| 2 (t5t9, 9) — u(t;to, 9)] & (e* ^" —1l)suplg(tu(t--s))]. (5) 


Folosim acelaşi procedeu ca mai sus. Pentru t = tọ, inegalitatea (5) 
este verificată ; fie t, marginea superioară a mulţimii valorilor t pentru 
care ea rămîne verificată. Avem 


| æ (05514, 9) — u (ti; to, 9)] = (e “~w — 1) sup |g (t, u (t + s))| 


D wv 1 A A 
şi pentru orice n există t, < t, < t, + — astfel încît 
n 


(ot, za: 9) — ut 9)l > [e^ 7» — i] sup |g (t, w(t + 8))], 
Rezultá 


: 1 
lim sup — (| æ (ti +h;t,, 9) —U(t, + h;to, 9) | —| a (t; tos p)— 
kant h 


— u (hito, p) ly > Le?“ sup | g(t, u (t tal, (**) 
Pe de altă parte, 


da (tito) delito 9) |< L sup Iz(t--5;t, 9) — 
dt dt —TXsx 0 


— ulti +8;to, 9)| + sup] g (t u(t + 8))] <L (eo —1) sup | git, u (t--s))| - 
+ sup |g (t, u (t + s))| = Le” sup | g (t, u (t + s))| + 
+ (1 — L) sup | g (t, u (t + s))| < Leo sup |g (t, u (t + 8)) | 


dacă presupunem L > 1. 
Rezultă 


Ñ 1 
lim dl trn — 4 (t, +h;5to p) —| x(t; to, 9) — 


—4(45t pl) < Let 'e sup |g (t, u(t + 8)) 
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ceea ce contrazice (**). Existenţa lui t, rezultă contradictorie gi deci inega- 
litatea (5) e demonstrată pentru toti t > t, pentru care soluţiile sistemelor 
(2) si (4) existá. 

Sá presupunem acum cá f are componentele diferentiabile in sensul 
lui Fréchet. Atunci vom putea scrie 


f [i ett + s)] — f [65 2, (t + 8s)] = A (t, x(t + s) — vo (1 +8)) + o (Ilo — ml), 


unde A (ol este un vector ale cărui componente sint pentru ficcare t 
functionale liniare, deci, pe baza teoremei lui Riesz, 


Am, ei sch (anis) els) 


— 


n (4,5) fiind o matrice, care depinde de soluţia x,. Sistemul liniar 
0 
omg (mto +) (6) 


se numește sistemul în variaţii corespunzător sistemului (2) şi soluției c, 

Pentru a evita scrierea incomodă (6), cînd vom avea de-a face cu 
sisteme liniare generale de această formă vom presupune că y este un 
vector linie şi vom scrie 


ou - yes) d nls) (7) 


— 


În cazul sistemelor de forma (1), presupunind cá f (t,u,v) este dife- 
rentiabilá, sistemul în variații se scrie 


y (t) = f, [6 £o (t), £o (t — 7)]y (t) +F, [t Lo (t), £o (t — 7)] y (t — 7). AN 
Sá presupunem cá f este diferentiabilá in sensul arátat mai sus si fie 
x(t; to, Po) Si T(t;t,, 9) două soluţii ale sistemului (2). Putem serie, notind 
u(t) = x (t; to, o) — v (t; to, Po), 
ù (t) — f [t6 c (t-- 8519, 9)] — f [t, x(t +8; to, po)] = 
= A (t, u (t + s)) + o (I wl). 


Fie y(t) solutia sistemului ín variatil (6) care pe az to] coincide 
cu p — Qp- Atunci pe baza inegalitátii (5) putem scrie 


Laltito, 9) — 2 (t5t9, 99)—9 (t) | = o(|lz(t;to; p)—T(t;to, Po)ll) 
si tinind seama gi de inegalitatea (3), rezultá 
| ælt; to, 9) — $(t5t9, po) — y (t| — o(ll e — gell, (8) 


Tn incheierea acestor consideratii introductive sá observám cá unui sistem 
eu intirziere de forma (2) i se atageazá un operator U, definit pe spatiul 
funcţiilor continue pe [—”, 0] prin formula 


U, o — 2 [t - $50, 9], $€[—7,0], t0. 
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Acest operator are urmátoarele proprietáti : 

1”. Este continuu pentru orice t fixat ; acest lucru rezultă din inega- 
litatea (3). 

2. Avem U, e = q, deci U, este operatorul identic. 

3”. Dacă sistemul este liniar, de forma (6) respectiv (7), atunci U, 
este un operator liniar. Într-adevăr, din liniaritatea sistemului rezultă că 
orice combinaţie liniară de soluţii este soluţie, deci 


Y (t; tos % Pı t Xa 93) = 049 (t; tos P1) + %2Y (t; to, pa) 


deoarece în ambii membrii ai egalității se află soluții gi aceste soluții coincid 
pe [to E H to]. 
Din egalitatea scrisă rezultă 


U, (aa P1 + X2 P2) = % U; pat «4 U, pa 


deci U, este liniar. 

Relaţia (8) arată că dacă (6) este sistemul în variaţii ataşat sistemului 
(2) şi soluţiei x (t;0, o) si dacă notăm cu U, operatorul atașat lui (2) 
şi cu V, operatorul atașat sistemului (6), atunci 


| U,e — U, po — V¿(p — po) ll = 0 (|| ẹ — poll), 
deci V, este diferenţiala Fréchet a lui U, în punctul ọọ- 


$ 2. TEORIA STABILITĂȚII LIAPUNOV 


Trecem la stabilirea propozitiillor fundamentale asupra stabilităţii 
Liapunov la sistemele cu întirziere. 

DEFINIT:E. Soluţia x(t) a sistemului (2) se numeşte uniform stabilă 
dacă pentru orice e > 0 există de) > 0 astfel ca dacă |o (s) — £a (s)| < 8 
pentru sE [ty — T, ty], atunci |æ (t; to, p) — T(t) Ce pentru t> ta, 

Ca şi în cazul sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare, studiul 
stabilităţii unei soluţii x,(t) se reduce la studiul stabilității soluţiei banale. 

TEOREMA 4.1. Să presupunem că există o funcțională V [t, p] definită 
pentru orice t pe sfera || q|| < H din spațiul funcțiilor continue pe [—7,0] 
cu proprietăţile : 

1°. Există funcțiile a (r), b(r) continue, pozitive și monoton crescătoare, 
cu a (0) = b (0) = 0, astfel ca a (lp ll) CV [659] X b (lel 

2. V*(t) =V [t, z(t +8; to q)] este o funcție monoton descres- 
cátoare pentru t > to SEI —7, 0 

Atunci soluţia banală a sistemului (2) este uniform stabilă. 

Demonstraţie. Fie e > 0, 5(e) < b^? [a (s), to > 0, p o funcţie con- 
tinuá pe [to — T,tol, llol|- 9(s). Considerăm soluţia (rte, e) şi for- 
mám functia 


V* (t) — V [t, v(t 4 $519, 9)]- 
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Conform ipotezei, aceastá functie este monoton descrescátoare, 
deci 


V* (t) < V*(t,) — V [tos (to $519, 9)] — 
= V [to, p (to +8)1<b (llo!) « 5(3(s)) «a(s). 


Din a (|| 2 (1+8; to, PI) <a (s) şi monotonia funcţiei a (r) rezultă 
lz(t+8;to, p) < e, deci | æ (6519, 9) | — e, pentru t > ios 

TEOREMA 4.2. Dacă soluția banală a sistemului (2) este uniform 
stabilă, există o funcțională | V [t, 9] cu proprietăţile din teorema precedentă. 

Demonstraţie. Fie G(r) o funcţie continuă pozitivă şi monoton cres- 
cătoare pentru r > 0, G (0) — 0. Definim functionala V [1,9] prin relația 


V [t, 9] = sup G [|2 (t +o +s;t, e (u — 001 ARA RA ox. 
00 


Deoarece pentru o — 0 avem 


| 2 (£27 856 p(u— t)i =| p (u— t)i = Il pl 
rezultá cá 
V [t, 9] 7 G (lloll ). 


Din stabilitatea uniformá a solutiei banale a sistemului (2) rezultá 
că există o funcţie Sie) cu proprietatea cá ||| < 5 implică | z(t; to e) | <€ 
pentru t> tọ După cum s-a arătat în capitolul I, funcţia Ziel poate fi aleasă 
monoton crescătoare si continuă, deci există funcţia inversă e (5) cu pro- 
prietatea că | z(t; to, 9)| < e(ll ell), pentru t > t, — 7 (dacă presupunem 
în plus, ceea ce nu restringe generalitatea, cá è(e) < e). De aici rezultă cá 


læt +0 +85t, p(u — t) < e (lp 11) 
şi deci 
Vit, e] < G[s(llell)]. 
Mai departe, 


V' (t) = V [t, c(t +s; to P= bup G[it(t+0+8; tts to, p) 11] = 
Sup o ss TE dos eil) 


căci soluţiile x(u; t, s(t + s; to, p)) şi GI: to, e) coincid pentru u t de- 
oarece coincid pentru toti ¿—_r<u<t 


Fie 4, > to, d = th — t, Avem 
H (t) = aup GLIE (t4 + 64-8 ; to, g= 309 G[ lo (ta +a +0 -F 5t, p)11= 
-sup G (lati Ae site gll sup GL alta Ho +9; to e) = V (ta) 


deci V*(t) este monoton descrescătoare. 
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DEFINIȚIE. Soluţia banală a sistemului (2) se numeşte uniform asimp- 
totic stabilă dacă există 59 > 0 şi funcțiile Giel, T (s) astfel ca || «l| < 5 să 
implice |x(t; to, ọ)| <e pentru t> t, tar lol <, şit>to + T să 
implice |æ (t; to, p)| < e. 

TEOREMA 4.3. Sá presupunem că există o funcţională V [t, el de- 
finită pentru orice t > 0 pe sfera || p || H din spaţiul funcțiilor continue 
pe [—r, 0], cu proprietățile : 

1°. Există funcțiile a(r), b(r), e(r) continue, pozitive $$ monoton cres- 
cátoare pentru r > 0, a(0) = b(0) = c(0) = 0, astfel ca 


a (lel) « V [t, e] « 5 (lol) 
2*. lim sup V [t 4- h, x(t4 h-- 85 t, 9)]— V [t, p(t+s)] < 


im s — e (lei). 


Atunci soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimptotic stabilă. 


Demonstraţie. Fie 8 (e) «b^ ![a(s)], ll pl] < 5(e), V (t) 2 V [t, (t+ 
+85 to, 9)]. 


Avem 
lim sup V"(t+»h)— V() — 


h- 04 h 


Soir A T om tos) (2 (in AA IC JA IE 


h>0+ h 
— lim sup V[t Zb - h TP — V [t, x (t + $3t9,9)] « 
h>0+ 


< —e (lu (t + s;t0p)11) <0 
dacă || q|| + 0. Din 

h>0+ h 
rezultă că V'(t) este monoton descrescătoare, deci ca in teorema 4.1, re- 
zultá ||z(£; to, ọ)|| < e pentru t > tọ Sá observăm că deoarece V" (t) este 


monoton descrescătoare, ea este derivabilă aproape peste tot si deci con- 
ditia 2? este verificată aproape peste tot de derivata funcţiei H, 


Fie 8, =ò (H), T(e)= PITT el < 9s. Dacă pentru tE[to, to+ TI 
e[ 8 (e 


am avea 
|| a (t + s; to, e) || > d (s), 
ar rezulta 
c (llo (t +s; to )l) > c[S8(e)] 
gi deci 


a ig 4 ce We 


h>0+ h 


— e[ 3 (s)), 
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de unde, pe baza unei proprietăţi din teoria funcţiilor de variabilă reală, 


V* (t) — V' (tj) < — c[ 8 (2)] (t — to), 
deci 


V" (t) < V” (to) — c [8 (s)] (t — to) < b(lell) — e[3(s)] (t — to) < b (èo) — 
— e[8 (e)](t — to). 


De aici 
V* (t, + T) < b (8) — c[3 (e)] T= 0 


eeea ce este contradictoriu. Rezultă că există t’ € [tə t, + T] astfel ca 
| e(t + sto, p)ll < S (e), deci | z(t;t, c(t +8; to, p))] « e pentru (zt, 
Dar aceasta înseamnă că pentru t > t, + T avem | z(t; to, 9)| Ce gi teo- 
rema e demonstratá. 

TEOREMA 4.4. Dacă soluția banală a sistemului (2) este uniform 
asimptotic stabilă, există o funcțională V [t, o] cu proprietăţile din teorema 
precedentá. 

Demonstraţie. Fie, ca în demonstraţia teoremei 1.6, G(r) o funcţie cu 
G (0) = 0, G' (0) =0, G'(r)> 0, G'(r) > 0 pentru r > 0. Alegem 


l+ «o, 
lI +o 


Demonstrația decurge mai departe ca în cazul teoremei 1.6 gi nu o 
mai repetám. 

Tinind seama de faptul cá f verifică o condiție de tip Lipschitz gi 
folosind evaluarea (3), se demonstrează la fel ca in teorema 1.6' că se poate 
alege funcția G astfel încît functionala V [t, o] să verifice inegalitatea 


(FD, pi] — Vt, ell Ml pi — qall, 


pentru || gill < è (80), ll pal < ò ( 80). | -— 
TEOREMA 4.5. Dacă soluţia banală a sistemului liniar (6), respectiv 
(7) este uniform asimptotic stabilă, atunci ea este exponențial stabilă, adică 


1g (65 to, 9)| < Be“ [| gl]. 
Demonstraţie. Definim operaţia U;; prin relaţia 


V [t, 9] = sup G(|| z(t +0 +8; t, p(u—t)) 11) 


Uin p =Y(S; to, 9, t—7«s«t. 


Această operaţie aplică spaţiul funcţiilor continue pe [to — fal 
în spaţiul funcţiilor continue pe [t — 7, t]. Din cauza liniaritátii sistemului 
această operaţie rezultă liniară. Inegalitatea fundamentală (3) arată că 
ea este gi continuă. Rezultă deci că ea este mărginită, deci există || Us. | 
cu proprietatea 


sup || Up || = Huch, 
[e S1 


Pentru Tel < ën tZ t; + T avem |y(t; to, qg)| «s, deci pentru 
t >to +t T +r rezultă Tool < e. 
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- 


Fixám pe «cu 0 — < 1. Fie q, arbitrar cu lol < 1; atunci 
So Po ll << än deci || Utt Sopol] < € pentru t >to + T +, deci || Uis Poll < 


< x * Cum o, este arbitrar cu || o,l| < 1, rezultă || Urn l| < q pentru t > 
0 0 
>t +T +r sau Ul] Ce pentru t > to + T, +7 unde am notat 
T, (=) = T (8,2). Avem relaţia 
Uu, p= Ui cT +r ( Ut. cT ent p) 
(care revine la 
y ($5 tos 9) = Y (8S, to + Tı +7; y (0$ to p)), u Elt + Ty to + Ti +7]). 
De aici rezultă 
| Uno el < ll Unnin: Illl Dua ell < e? llo || pentru t> t + 2(T, +7), 
deci 
| iu || < £? pentru t > (44-2(TT, +7). 


Prin inducție rezultă imediat || U,,|| < €” pentru t 2 t4 4- m (T, + 7) 
gi mai departe demonstratia continuá la fel ca la sistemele de ecuatii 
diferentiale ordinare (Cap. I,$4). 

TEOREMA 4.4'. Dacă soluţia banală a sistemului liniar (6) respectiv 
(7) este uniform asimptotic stabilă, există o funcțională V [t, o] definită pen- 
tru orice t > 0 pe spaţiul funcţiilor continue pe [— 7, 0], cu proprietăţile : 


1? || e]? < V[t, pl<K, le; 
2° |V [t, 9$] — V [t, pa] | < K; (Il ol + | 93|l) IER — Pal; 
3 lim inp eb +h, y (t - h 4-85 to 9)] — Vi, y (6 ts; to, P] < 


h- 04 h 
x —Ily (t +8; to, eil, 
Demonstraţie. Fie 


Y [6,91 V tru 4851, e)*du + sup ly (Los 50, ei 


reamintim cá || || = sup | o (s)|. Convergenta integralei este asigurată 
—T SS 550 


datorită stabilităţii exponentiale. 
Evident, 


Vit, o] > SUP lyt 4- o 4- $5 t, 9)II* > lll. 
Din 
(att: to, ell > Be || e || 
rezultà 


1y (£4-w 4-85; t, 9)| Be-*"*?|o|, deci ||y (t4+- € 4-85 t, 9) < Bere lol; 
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deducem de aici 


VI^ e] « Brem e maur Bret ol = (1 42) Breet ol? =E, lel 
. 0 


Mai departe, 
IV [t, q91]— V [t, Pall < 


V liytteuces e edu | ttm; t qa Pd 
0 e 0 


* | eup Ian ie ten, e)l? —suply (t ie tert, plz < 


< Hy Guts; t, pi ly (+ uraste gal? | du + 


e 


+ Sup | ly(t+o0+8;t, q) 11? — lyt +0 +8; t qa) II? | < 


<| (ly t+ w -- $5 t, ell +lylt+ vw 4-856, 991) lytt u+s; 05,9) — 
0 

—y(t+u +s; t, q.) ldu + sup (ut -- o 4- 85 t, «ll + 
- ly (t4-o 4-85; t, P2) 11) supl y (t-F o t 5; t, p)—y(t+ 0 3-85 6, pa) le 


ch Bee (liil +l gal) Be elle — qa l+ 


. 0 


+ Best le 3. llosll) Bel] o, — O 7 IES pal = 


= Ka (le! + lea Ile — P2 Il. 
Avem 


V [t, y (t+8; to, 9) = V ly + + ss t, y (t +s; to, p))l'du + 
0 
+ sup ly (t+o+8;3ty(t+8; lo, epit -| ly (t+u+s8; to, p)lzdu + 
02 0 


+ sup || y (i +o +s; tos pie = (Itu +8; to, p)? du + 
oz t 
+ Eun lyt +o 4- $5 to, p)ll2. 


Am vázut in donionstratin teoremei 4.2 că sup |y (t 4- o +s; to, e)ll? 
020 
este o functie monoton descrescátoare. Rezultá de aici cá 
lim sup V[t-- h, y (t 3-h o 85; to, e9)] —V [6 y (6-85 to, 9)] « 


h>0+ h 
d 00 
<A lyu + 85 to, edu = — ly (+s; to ai 
et 


Teorema este demonstrată. 
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Ca şi în cazul sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare această teo- 
remá va servi la demonstrarea unei teoreme de stabilitate după prima apro- 
ximatie. 

TEOREMA 4.6. Sá considerám sistemul 


i(t) = A (t, ett + s)) + f (6 x (t + s)), (9) 


unde A (t, c (t + s)) este pentru fiecare t un vector ale cărui componente sînt 
functionale liniare pe spaţiul funcţiilor continue pe [— «, 0] (cu norme 
mărginite ca funcţii de t), iar componentele vectorului f sînt pentru fiecare t 
funcționale continue pe același spaţiu, cu proprietatea |f(t, z (t + 8))| — 
« y ll x(t + s)|], y fiind suficient de mie, pentru || z(t4- all H. Dacă soluţia. 
banală a sistemului liniar de primă aproximație 


y (t) = A (t, y (t + 8)) (10) 


este uniform asimptotic stabilă, atunci și soluţia banală a sistemului (9) 
este uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. Fie V [t, 9] functionala construită pentru sistemul (10) 
pe baza teoremei 4.4'. Considerăm o soluţie z(t; t,, o) a sistemului (9) 
cu le suficient de mică ; fie 


H (1) = V [t, a(t +8; to, 9)]. 


Evaluám 
lim sup V'(t t h) — V'(t) : 
h>0 + h 
Avem 
BEER 
h- 0c h 
e e Alda OT 65d el ARA a (os 5 
h>0+ h 
plim sup FR HERE: t alt+s; to 9] —VICER y (dd; tz (tsi to, 9) < 


A>0> h 
<— |æ (t+ s; to, p) 11? + 


+ lim sup UETA r(t+h+s; t, x (t4s; to 9))] —V (th, y (t+h+s; t, æ (t--55t99)]l. 
h- 0-4 h 
Avem 


| V[t Zb v (t -- h c s$5 t, o(t +8, to, e))] — 
— V[t +h, y (t -h E s5t, m (t3 -$51,,9)11 < K (lla (t+h 3-855, allt 
ly (t4-h 85 t, o(1+85 to, e) llo (t hart o(t +8; to, p)) — 
— HD d4- hd s; t, o (t +8; to, p)) ll. 
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Pe de altá parte, pe baza evaluárii (3) avem 
Jet d- h 4-85 t, c(t +s; to, e) « e^lla(t + s; to, eil 
iar pe baza evaluárii (5) 
lm (£-- h 43-85 t, a(t +s;to 9) —y(tt- hd sit æt +8; to, p) ls 
< (e^ — 1) ye” || z (t + $5 to, ail 
Conform ipotezei fácute asupra sistemului liniar avem gi 
lg (£ +h 4-85 t, alt+s; t4, o9) Il Pieter, o)ll. 
Rezultá 
|V[t +h, ct +h+8;5t stts; to, 9)] —V [t -- h, y(t +h + 
T 85 t, a(t +s; tj, 9))]| < E, (e” + B) || z(t-- s; to, e) l| (e^ — 
— 1)ve^ || v (t + $5 to, p)ll = Kı y (e^ + B) (e^ —1) || z(t-F 85 to, eil 
De aici 


im sup | V [t-- h, x(t+h+s; t, x (ts; to, 9))] — V [t - h, y(t+h+s; t, x (t+s; to, oul < 
lim Ka 
h>0+ h 


X IKy(d1+BlMor(+s8; to, 9I. 


Rezultá 
: V'(t--h) —V'(t 
lim sup CTH — " tem tes t, oy? tat (1 + 
h-. 04 h 
+ B)zt(t+s8; to 9I? = — [1 — yLK, (1 + B)] lx (t +s; to, 9)ll*. 
Pentru y< PERPE A avem 
LK, (1 + B) 

i V'(t--h) —Y'(t 

lim sup- EMY 0 <y letts; to, p) 

h>0+ h 


ceea ce arată, pe baza teoremei 4.3, că soluţia banală este uniform asimp- 
totic stabilă. E uşor de văzut că stabilitatea este chiar exponențială 
căci din 
Vit pl>llel, 
rezultă 
V" (t) > lo (t +8; to, p) Il? 

şi deci 

lim sup V (th) —V (t) E 


h-.0 4 h 


m nh (t) 
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sau 


loans AED TO 
V' (t) »5o- h 


de unde rezultà 
lim sup V'(t4- h) —I1nn V DN 
h -> 0 + h 
deci 
In V’ (t) — In V" (t) < — y, (t — tp) 
de unde rezultá 


V* (7) < y* (to) e Y (to) < K, Gm ((—19) | p Wee, 
deci 
læt +8; top)? <K, eno || o || 


şi stabilitatea exponentialá este dovedită. 
TEOREMA 4.7. Să considerăm din nou sistemul (9) şi să presupunem că 


TU e(t + DI< olla t + eil cu V gadt <o. 


Dacă soluția banală a sistemului (10) este uniform stabilă, atunci 
soluția banală a sistemului (9) este uniform stabilă, iar dacă soluţia banală 
a sistemului, (10) este uniform asimptotic stabilă, atunci soluţia banală a sis- 
temului (9) este uniform asimptotic stabilă. 

Demonstraţie. Dacă soluţia banală a sistemului (10) este uniform sta- 
bilă, rezultă ||y (t; ty, 9) ij < Mel pentru tz to, deoarece sistemul e liniar. 

Fie 


Fig ipo 9 (u — UI, 
6220 
Avem, evident 
Il ell «V [65 e] M lol 
Ia +o + $56, pa) — l9 (£ + o 4-854, p2)ll < 
lut +o +s;t, q — pal < MI pı — qell 


gi din 


rezultá 
Iy(t+o+8;3t o)l <ly (t+0+8;%, pa) + MI 4 — al, 
deci 
V [t, p] <VL[t, 21 + MI 9 — al, 
(EI, ol — VI t es] | C MI 9 gell 


Ca în demonstraţia teoremei 4.2 deducem că V [t, y (t + s;to, p)] 
este monoton descrescátoare, deci 


h-0-4- h 


de unde 
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Ca in teorema precedentá deducem cá 
læt + h--$5t, 9) —9 (t +h 0-856, 9)]| < g(t) (€^ — 1) e || o] 
gi deci 
lim sup GE V[t -- h, y(t +h+s;t, Pl < 
h>30+ 


<MLg() ll ell. 


Rezultá 
lim sup V [t 4- h, z (t +h + st, 9)] — V [t, ol < 
h0 + h 
< ML 9(t) lol < ML y (t) Y [t, 9]. 
Notind 
V (t) T V [t, z (t +8; lo» 9)] 
deducem 
E E < AM Loi, 
V'(t) ^»5o« h 
h->0+ h 
deci 
t 
in V* (f) — m V'h) < Lu | g (t) dt, 
vto 
de unde 


eo 
g(t)dt g(t)dt 


i . Sek eh 
læt Lach: e) H OSV (Qe ^  <Me © lll, 


şi prima afirmaţie a teoremei este demonstrată. 
Dacă soluţia banală a sistemului (10) este uniform asimptotic stabilă, 
deducem, ca în teorema precedentă, 


iem re AL A 
V' (t) n>o0+ h 
de unde 8e obtine 


1 
< — + Kg (t 
K, + Kg (t), 


A ` s EN, oen — to : 
lætt s; to, PI «CV (t) V (Q)e ^^ et: [el 
ceea ce demonstreazá stabilitatea exponentialá a solutiei banale a sis- 
temului (9). Teorema este complet demonstratà. 

Ca si in cazul sistemelor de ecuatii diferentiale ordinare stabilitatea 
asimptoticá uniformá implicá stabilitatea in raport cu perturbatii perma- 
nente. 

TEOREMA 4.8. Dacă soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimp- 
totic stabilă atunci ea este stabilă şi în raport cu perturbații permanente. Aceas- 
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ta înseamnă că pentru orice e >0 există nı > 0 și ge > 0 cu proprietatea 


că dacă sup | E (t, p)| < nı orice soluție a sistemului 
ole 


y (t) = fit, y (t + s)] + R [6 y (t 3- s)] (11) 

cu Tel < haz, verifică inegalitatea | y (t, to, p)| < e pentru t > to. 
Demonstrafie. Avem pe baza inegalitátii (3) 
lz(o 5t, o) | e" llel, t «co « t-F h, 

iar pe baza inegalitátii (5) 

| y(t, p) — alv; t, p)| < (e — 1) 7, 
dacá Iy, t, g)| cesi t«v « t o h. 
Rezultà 

ly (5t, pl] <e "lol + (e — 1) 7: 
şi dacă le < „iar h e suficient de mic rezultă ||y (v; t, e) | < e si evalua- 


rea dedusá din (5) e valabilá. Deoarece solutia banalá a sistemului (2) 
este uniform asimptotic stabilă, există o funcțională V[t, o] cu proprietă- 
tile din teorema 4.4 şi 
LV [t, p] — VIt, p2]! < M (r) || e — pall pentru [lol <r, lg <r. 
Avem 
Y [tr hy (t +h 8565 9] — Vit e] o 
SS 


lim sup 
h=0+ h 
<lim REL + h, x(t + h Kee 9)] — V [t, el SR 
PAIE 


DE i3 8290 3 O o ant a d c 
h-04 h 
< — (llo ll) + ML n. 
. e 2 e [b^1(l 
Fie e > 0, (a2), lel < n= 571), mc T A. 
Demonstrám că ||y (t + $5 to, p)ll < e pentru t > to. 


Dacá acest lucru nu ar fi adevárat, ar exista t, > t, astíel ca 
ly (ti + $5 to; 9)l| > £; dacă notăm ca de obicei 


H (t) = V[t,y(t +8; to, p)] 
avem 


V (6$) a(lg (A + s; t, 9I > (e) >a (3) >l. 
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Pe de altá parte, 
V” (to) = V [to, e] < b (llo II) < b (n2) = l. 


Rezultă, din cauza continuității funcției V' (t), că există t, < t, < 
< t,, astfel ca H (ta) = l si V' (t) > 1 pentru t > £,. Din V' (ta) = l rezultă 
b (lly (t2+s;5 to, PU) > V [tz; Y (la + 8; to, 9)] =l > a (lly (ta + 85 to, ell 
deci 


b^ (1) «ly (ta + 85to, 9l <a” (1) < Sé 
Notám y (s) = y (ta + 8;t,, 9). Avem 
lim sup y’ (ta +h) — Y* (ta) = lim sup V [t¿+h, y (ta+h+s 5t3,9)] — V [ta Y] < 


h->0+ h h>0+ h 
< — e (ll) + LM m < — e [b= (0] + LM n < 0. 
Pe de altă parte, din V' (t,) = l si V' (t) > l pentru t > t, rezultă 
lim sup Va + h) — V (ta) > 0. 


h-90-- h 


Am obţinut o contradicţie şi deci || y(t + $5 t9,9)|| < e pentru t > to. Teo- 
rema este demonstratá. 

Ca şi in cazul sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare se demon- 
streazá teorema de stabilitate in raport cu perturbatiile permanente már- 
ginite in medie. De asemenea fără modificări in demonstraţie se stabilesc 
pentru sistemele cu întîrziere o serie de alte teoreme. 

TEOREMA 4.9. Presupunem că există o funcțională V [t, el definită 
ca în teoremele precedente, cu proprietățile : 


t a(t, el) < Y E, e] < Dd (o!) ; 


2° lim sup V[t + h, z(t-- h 855 9)] — Vlt, ?] < 


h-04- h 


3 IV[t«]—VItovj-«LlI Pı — Qall, 


unde b(r) este continuă, monoton crescătoare pentru r > 0, b(0) = 0, iar a (t,r), 
c (t, r) sînt continue si cu proprietatea că pentru orice pereche («, B) cu 
0 — « « B < H, există 0 (a, B) > 0, k (o, B) > Oastfel ca a (t, r) > k(u, B), 
e(t, r) > k(a, B) pentru a<r <B, t2 9(«, B). Atunci soluţia banală a 
sistemului (2) este uniform asimptotic stabilă. 

TEOREMA 4.10, Se considerá sistemul 


t (t) = f [t, o (t + s)] + E [t att + s)], (12) 
unde f [t, 0] zz R[t,07=0, f şi R verifică o condiţie Lipschitz şi în plus 


— € (t, lell); 
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Him Rt, p]=0 uniform în raport cu o pentru || o|| < H. Atunci, dacă solutia 
banală a sistemului 
em = f [t, z(t + 8) 


este uniform asimptotic stabilă, soluţia banală a sistemului (12) este de ase- 
menea uniform asimptotic stabilă. 
TEOREMA 4.11. Se consideră sistemul 


& (t) =f [t,x (t + 8), y (t + 8)], 
y (t) = g[t, x(t + 8), y (t La 


unde f(t, 0, 0) = g(t, 0, 0) = 0. Presupunem că soluția banală a sistemului 


(13) 


(13) este stabilă în raport cu componentele x, deci că există Sie) > 0 cu 


proprietatea că llpll| < è ilp < 5, ¿implica | x (t, to, p, Y| < E pentru 
t> to. Presupunem $n plus că soluția banală a sistemului 


2 (t) = g [t, 0, 2 (t+ ell 


este uniform asimptotic stabilă. Atunci soluția banală a sistemului (13) este 
uniform stabilă. Dacă în plus stabilitatea în raport cu componentele x este 
asimptotică, deci dacă există 3, > 0 şi Tel astfel ca || el] < 5, Hl < 5, 
t > t + T, să implice | x(t; lo, p, v) | < e, atunci solutia banală a siste- 
mului (13) este uniform asimptotic stabilă. 

TEOREMA 4.12. Considerăm sistemul 


& (t) = f [t, € (t + s), y (t + s)], 


y (t) = A (t, y (t + s)) + glt, (t + s), y (t + 8)], (14) 

we ech loll < oa dl] < ao avem |f(t, o, d)| « K |I , p > 0, 

| g (t , P Y)| < Elek suficient de mie, tar A (t, p) este o Presupunem 
că soluția e a sistemului liniar 

2 (t) = A (t, z(t + s)) (15) 


este uniform asimptotic stabilă. Atunci soluția banală a sistemului (14) este 
uniform stabilă şi în plus pentru orice soluţie pentru care functiile initiale 
sînt suficient de mici avem y (t) — 0, gp (t) 1 pentru t — oo. 

Demonstraţie. Fie V Li, 9] functionala construită pentru sistemul (15) 
pe baza teoremei 4.4. Tinind seama de evaluarea impusă pentru g(t, o), 
deducem ca în demonstraţia teoremei 4.6, evaluarea 


lim sup Thy(t d hoc ru 9, 1)] — V lt, e, Y] < — [1 — kM] vli. 


Notind V'(t) —V[t,y (t +8;to, e, v)] se obţine de aici, dacă 
ilell, Il sînt suficient de mici (atunci k e suficient de mic), 
lim sup V (t h) — V (t) 


h-04- h 


< — k V" (t). 
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De aici se deduce imediat 


ly (6 + sto, p P) « V" (t) < V' (t) ett < K, ett |o |? 
Mai departe, din 


t 
€ (t; to, 9 Y) = q (to) +| flu, x(u + 8; to, p, Y), y(u + $5 to, p, dl du 


rezultă 


t EE BE cui) 
let, e All lol + EVE e 2 "augi, 
t 


de unde rezultă imediat afirmatia teoremei. 


Definiția stabilității integrale pentru sistemele cu întîrziere se poate 
formula la fel ca în cazul sistemelor de ecuații diferențiale ordinare. Fără 
modificări esențiale fatá de demonstrațiile date în capitolul I se obțin le- 
mele gi teoremele stabilite în capitolul I,§8. Vom da aici numai formu- 
lările teoremelor. 

TEOREMA 4.13. Presupunem că există o funcțională V [t, p] definită 
ca în teoremele precedente si cu proprietățile : 


1 V[t e] > alllo!l), V[t, 0] = 0, a(r) continuă, monoton crescătoare 
pentru r > 0, a(0)=0; 
2 | V [t, q] — V [t, ell Klo — eil; 


3 disupc e Bs Au 99839) TS 0939091 e 


h>0+ h 
« g(t) V[t, s(t + $5 to, e)l, 
unde Iu dt < oo, g(1) > 0. 


Atunci soluţia banală a sistemului (2) este integral stabilă. 


CONSECINȚĂ. În condiţiile din teorema 4.7, soluţia banală a sistemu- 
lui (9) este integral stabilă, dacă soluția banală a sistemului (10) este uniform 
stabilă. 

TEOREMA 4.14. Dacă functionala V din teorema precedentă verifică 
în locul conditiei 3 conditia 


aman E 


h-04- h 
« — e(l (t + se; to, ell 


atunci soluţia banală a sistemului (2) este asimptotic integral stabilă. — 
CONSECINȚĂ. Dacă soluţia banală a sistemului (2) (cu f verificind 
condiția de tip Lipschitz) este uniform asimptotic stabilă, atunci ea este și 
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asimptotic integral stabilă. În particular, în condiţiile din teorema 4.7, dacă 
soluţia banală a sistemului (10) este uniform asimptotic stabilă, soluția banală 
a sistemului (9) este asimptotic integral stabilă. 


$3. CONDIŢIA LUI PERRON LA SISTEMELE CU INTIRZIERE 


Vom stabili acum o teoremă profundă de stabilitate relativă la siste- 
mele liniare. Pentru sistemele de ecuaţii diferenţiale ordinare teorema 
corespunzătoare a fost demonstrată pentru prima dată de O. Perron şi 
reluată de R. Bellman. Generalizări puternice pentru ecuaţii diferenţiale 
în spaţii Banach au fost date de J. L. Massera si J. L. Scháffer. 

Considerăm sisteme liniare generale cu intirziere de forma 


n 0 
em- E 2, (648) , my (55) + fi (0) 
j=1.,-—o 
unde nucleele y; (t,s) verifică următoarele condiţii : 
a) n, (t, s) sint definite pentru t > 0, — co <s< oo, lar n, (t,s) = 0 
pentru s > 0; 
b) există funcţiile v; (t) > 0 gi V; (t) mărginite pentru t> 0 astfel ca 


Ni (t, 8) = Ni, (t, — Ta (t)) = 0 pentru s < — «i; (t) 


0 


V 7 Ni, (t, $) < Va (t), 
s=- Tij 


8 
unde, ca de obicei, V f(s) înseamnă variația totală a functiei f pe [«, B]. 


€) hy (6,5) sint continue în raport cu t, uniform în raport cu s. 
Dacă funcţiile n; sînt funcţii de salturi, se obţin sisteme liniare cu 
argument întirziat de forma 


n. l n 
4, (t) = Y ag (t) alt) + Y, Y, ay (t) 2, (t — c (0) + fi (0. 
j=1 k=1 j=1 


Dacă funcţiile a, sint absolut continue, se obţin sisteme de forma 


alt) E a, (55) m (t + 8) ds + f, (1) 


j=1 J—oo 
Ín cele ce urmeazá sistemul va fi seris sub forma matricialá 
0 
em et s)d,n (ts) + f, (16) 


unde z este vector linie. 
DEFINIȚIE. Vom spune că sistemul 


TOEA) x (t + s) d, y (t, s) (17) 


e 77920 
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satisface condiția lui Perron, dacă pentru orice funcție continuă f(t), márgi- 
nitá pe semiaza t > 0, soluția sistemului (16) determinată de funcţia ini- 
halá nulă pe t < 0, este mărginită pe semiaza t > 0. 

TEOREMA 4.15. Dacă sistemul (17) satisface condiția lui Perron, 
atunci soluția lui banală este uniform asimptotic stabilă. 

Înainte de a trece la demonstraţia acestei teoreme vom stabili o 
serie de fapte preliminare, dintre care unele cu interes în sine. 

LEMA 1. Fie X (t,o) o matrice ale cărei linii sânt soluţii ale sistemului 
(17) verificind condiţiile X (t, c) = 0 pentru t < o și X (0,0) = E. Atunci 
orice soluţie a sistemului (16) se scrie sub forma 
o t 
em = 2 (s) X (t,0) +| s(a, | n (x, s — «) X (t, a) da + 
E Je 


t 
EJ f£ 0) X (2) da. (18) 
Demonstrație. Considerăm sistemul de ecuaţii integrale 
t 
Y (0 +È n (Ba — 8) Y (048 — E, (19) 


unde E este matricea unitate, a < t. 
Formám aproximafiile succesive in mod obişnuit 


Y, (a) —E, Y, (at) — E— | n (B, « — B) Yr (8,0 dg. 


Matricile Y, («,t) au elementele funcţii continue în raport cu t si cu variaţie 
mărginită în raport cu o, Pentru t fixat şi a < B < t, funcţia y (8, a — B) 
rezultá márginitá si obtinem imediat evaluarea 
(t NE al 
, ED ktil SS ZE 
| Ya (0,1) — Y, (x, t)| < M (b 1)! 


Intr-adevár, pentru k — 0 evaluarea rezultá din 


t 
|Y (at) — EL «V In (B, «—8)1ag < M (t— a) 
si apoi, prin inductie, 


| Yesa (812) Eu (e| < aV | Y, (B, t) — Yxa(&j)| dB < 


a 


M*+1 t M*+1 his k+1 
<A e- prap- HE 
k ! . Q (a + 1) ! 
Din aceastá evaluare rezultá convergenta uniformá a aproxima- 
tiillor succesive şi deci existența soluţiei sistemului (19). Cu evaluări de 
acelaşi fel se verifică şi unicitatea soluţiei. 
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Din convergenta uniformă a şirului rezultă că limita Y (a,t) este 
continuă în raport cu t şi cu variaţie mărginită în raport cu «. Vom prelungi 
pe Y (a, t) pentru « > t punind Y(o,t) = 0 pentru a > t. 

Fie acum z (t) o soluţie oarecare a sistemului (16). Avem 


tla) =È za 9) da (59) +f (9. 


Ínmultind această relaţie cu Y(a,t) si integrind în raport cu a de la 
c la î, obţinem 


| $t (a) Y (a, t) da =| H € (a + 9) d, 1 (0,9)| Y (xa, t) da + 


it Y f (a) Y (at) de. 


Integrind prin părţi în primul membru și folosind în cel de-al doilea o 
formulă de permutare a ordinii de integrare, deducem 


z (t) Y (1,1) — 2 (s) Y (6,1) —V 20 (a) d Y (9,1) = 
-N x (8) dats a) (50d +È Fla) Y (wd da 


-— x (s) af n (a, s— a) Y (a,t) da + 
J — co c 


t t t 
+A z()4 1 (5 5— 2) Y (2,1) da + f (a) Y (a, t) da. 
De aici rezultá 


eg — 2 (9) Y (s) | 


0 


z (9) Al m (a, $0) Y (a,1) da + 


— œ 


“ro Y (a, t) da +È æ (a) de D +È a (8 «— 8) Y (9,1) as]. 
Tinind seama cá 


t 
Y (22) V n (Ba — 8 Y (5 t) daß = E, 
ultima integrală din formula precedentă este nulă și obținem 
le] t 
20 — eil Eist V 041 n(55— Yda 


+ ra Y (a, t) da. 
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Dacă soluţia x(t) este nulă pentru i < o si dacă f = 0, 
deducem 
€ (t) = x (0) Y (o, t). 


Considerind matricea X (t,o) formată cu soluţiile nule pentru t < o ai 
X (0,0) = E, obţinem X (t,o) = Y(o,t). Cu aceasta formula (18) este 
complet demonstratá. 


LEMA 2. Fie Y (a, t) ca în lema 1. Deet) | Y (a,t)| da <C pen- 
iru t> 0, atunci | Y (a, t) | < M, pentru 0 < SE t. 

Demonstraţie. Arătăm mai intii că există ò, astfel ca |a' — a” | < 8 
Siame 1Y (2^; 0] > ¡Y («",t)] — Ver0, V > V, (t). 

Fie «' < a” <t. Avem 

X (t, a) Y (tt) — X (0, «') Y (a*,t) = | X (a, «') d4 Y (a, t) + 


a” 


t à 1 
+ V. PC ii Y (a, t) da. 


Dar 
d PS o »] Y (a, t) da = Y 


E a" a" 


X (a +8, a) de (56) Y (a,t) da = 
=| Ii X (9,0) d, (8 — 2) | Y (4, 1) da = 


ch EE n (a, s— a) Y (a, t) da + 


+ X (s, a”) di n (a, $ — a) Y (a, t) da. 
De aici rezultá 


X (t6, «') — X (a, a) Y («", t) = y X (s, «') d, y n(x, s—a) Y (a,t) da + 


exea (5,0 + | se 91) Y(6,0 dp | = 


== V X (s, a) af Y (a, 8 — a) Y (a, t) da, 


deci 


X (t, «') — X (a, a) Y (u'”, t) ch 


— 00 a”? 


X (s, «') di nla, s—a) Y (a, t) d «. 
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Avem 
X (t, 4) = Y (a,t), X(«", «') = Y (a, a”). 
Rezultá 
a” t 
Y («', t) = Y («', a”) Y (u””, t) + X (s, a) à n (a, s —«) Y (a, t) dz, 
deci 


Y (a',t) — Y (a”,t) =[Y (0, a") — E] Y (a”, t) + 
AN X (s, a) a n(a, s — a) Y (a, t) da. 


Pe de altá parte, 


Y (a, a") —E — a (B, a' — 8) Y (B, a") dg = 


Ja 


--V mtb, e — B [X (0,0) — E] V st « — B) ag. 


Dacá «'' — «' < 8, de aici rezultá 


a! 


| Y (a, a) - EL Va + YI ¡Y (8, a") — E | dg 


deci 
|Y (a, a) — E| « V 8, e”?, 

Mai departe 

E. X (8$, a) d, y n (x, s—a) Y (a, t) da = 

-V X (s, a') à n («,s — a) Y (a, t) da = 

t Wé: 8 

=| | X (8, a) d, y (2,9 a) | Y (0) da. 
Rezultă 

e X (s,a') d, V. n (a, s — a) Y (a, t) d«| < 

«sp X (e a) un (ae — ail IY Leide: 
< Omp V X (s,a')d,n (a, s — a) «: CV sup |X (s, «')| < CVe'*. 
a Ja a'« sx a^ 


Am folosit pentru evaluarea lui | X (s, «')| inegalitatea (3). 
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Din evaluárile obtinute deducem 
| Y («', t) — Y (a”,t)| < Vo, e" |Y («",t)| + CVe"*, 


Alegem pe ò destul de mic pentru ca V 9, el < > Atunci 


1 
|Y (o, t) — Y (a”, t) | o Y («",t) | + CV e", 


si 
(rie, DIS > (rie äi) — OV, 
Dacă a” < «' <t, obţinem 
| Y («', t) — Y (a”, t) | i: | Y («', t) | + CVe”*. 
De aici 


” , , 3 , 
[Y («", t) | <|Y (0^7, t) — Y (2, 0)| + |Y (o, t)| GE (rte, t)]| + CV ev. 
deci 
d 2 Zi 2 VS 1 " 8 
E EN MS dial e ,0)| — CVer*, 


Rezultă in definitiv in toate cazurile cá dacă |a' — a” |< 93, 
atunci 


|F (s^, 0] 2 —- [Y (4,1) Tei, 


Sá presupunem acum cá afirmatia lemei nu ar fi adeváratá. Atunci 
există «a, si t,, astfel ca 0< a, «t, si |Y (a, ,t,)| > n. Din (19) re 
zultá că şirul IG este nemárginit. 

Intr-adevár, dacá t, < T, din (19) deducem 


ta ci 
¡Y (5) | 1E V 12 (8, & — BILE (B 6) HB «1 + V \' IEG t) |dg. 
deci | B 
(E (a, 1,) | e ^? <e 77? < e” pentru a > 0, 


de unde se deduce că |Y (xn, ta) | < eT, ceea ce contrazice felul cum au 
fost definite «, si t,. 
Dacă (a,) este un şir mărginit, avem 


in Xpt Èo 1 
>| LY (æ, 4,) |da >| [Y (s, ta) | da > — 8o | Y (an) ta) | — 
0 ge 


As 


— & e OV > T Sn — Se CY, 


ceea ce este contradictoriu. 
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Dacă («,) nu este mărginit, avem 


in De 
c» Y (a, 091 da > [Y (a, Hl de > 8o | F (an ta) — 
X — Se 


.0 
— 3, ev OV > 5 3, n — &,CV5v. 


Din nou am ajuns la o contradicţie, În acest fel lema este demonstrată. 
LEMA 3. Dacá sistemul (17) satisface conditia lui Perron, atunci 


existá C astfel ca | IX (t, «)| de < € pentru orice t > 0. 
0 


Demonstratie. Conform lemei 1 solutia sistemului (16) determinatá 
de funcţia inițială nulă pe semiaxa t < 0 este dată de formula 


t 
z (t) = f (a) X (t, «) d a. 
«0 
Deoarece sistemul (16) satisface condiţia lui Perron, rezultă că pentru 


orice funcţie continuă, mărginită, f, funcţia Y f («)-X (t, «) da este mărginită. 


Pentru ( fixat, considerăm operatorul U(f) care aplică spațiul Banach 
al funcţiilor vectoriale continue f, mărginite pe semiaxa t > 0, în spaţiul 
vectorilor numerici, definit de 


t 
U (f) =È f (0) X (t, a) da. 
.0 
Fie {t} şirul numerelor rationale pozitive, 
t 
U, (f) =È f (0) X fo a) do. 
. 0 


Deoarece pentru || f || < e, funcția i f (a) X (t, x) da este mărginită, rezultă 
0 
că pentru orice f fixat cu || f || < e, avem 
Hm sup Il Us (HI « oo. 


Deoarece sfera ||f | < e, este in spaţiul Banach considerat o mulțime 
de a doua categorie, putem aplica lema lui Banach-Steinhaus si deducem 
că există un număr M cu proprietatea că || U, (f) || < M || fl| pentru orice 
f din spatiu, deci 


WAS X (h, ai del c M UL 


Fie acum (real oarecare; există un şir (tn y de numere rationale a cárui 
limitá este t. Din 


N f (2) X (t,, , a) da |< 


M JI, 
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rezultá, prin trecere la limitá, 


(roze x) da | < M || fll 


pentru orice f din spaţiu. Fie x, elementele matricii X (t, a); pentru t 
fixat, considerăm vectorul f* ale cărui componente f? sînt egale cu sign z,,. 
Atunci vectorul f*.X va avea componentele NZ, sign Vi Vizu 


4 4 
Fie f^" un şir de vectori, cu elementele funcţii continue, tinzind către f". 


Pe baza teoremei lui Lebesgue de trecere la limitá sub semnul de integrare, 
rezultá 


n->00 


lim , f” (a) X (t, a) da = Ñ f* (a) X (t, «) da. 
Ju .0 

Din 

N f^^ (a) X (t, «) da 


PU 


« M 1f || 
rezultă pentru n oco 


nox (f, a) da |< M, 


deci 
t 
i Y | Lix (t, oild « < M. 
.0 i 


Deoarece această relaţie este adevărată pentru orice k, deducem că 
există o constantă C cu proprietatea că 


i 
IX (t, a) [da <0 
“0 


Şi lema este demonstrată. 


Demonstrația teoremei 4.15. Pe baza formulei (18), dacă zx (t;t,, q) 
este soluţia generală a sistemului (16), putem scrie 


€ (t; to; e) = ọ (to) X (t, to) £V ọ (8) dp y (a, $ — a) X (t, «) da. 


Din conditia lui Perron rezultá, pe baza lemei 3, cá 


t 
| |X (t, a)] da < C 


0 


deci pentru orice t, > 0, 


t 
Y | X (t a) | da < C. 


ato 
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Pe baza lemei 2 rezultá 


| X (t, «) | < M. 
Deducem 


ett: to, 9)1 < M le + Vlll 1X0, al Ma < UR + 07) llo, 


«lo 


deci solutia banalá a sistemului (16) este uniform stabilá. Rámine deci 
sá demonstrám cá 


lim z (t; to, p) = 0. 
(= ao 


Pentru o > t, avem relaţia 


6 


& (t;to, 9) =T (o5to, 9) X (to) +A 
Fie 


t 
€ (85 to, da) n (a, s— a) X (t,«) da. 


— 00 


Clo, s) = ( n (a, $ — el X (t,«) da. 


Avem 


| x(t;to, p)do =Í t (o ;to, p)X (t, o) do + 
to 


hoch 2 (5; în DA, Elis) =) 2 (o5 ts 9) X (59) de + 


“lo 


fo t t t 
+| 2 (s; tos pă, C (o, s) do + 0 lait 9) 4, GC (6, s) do = 


— 80 


eb 


=| 2 (6; f, p) X (t, 0) de +È" e (s) d, | Elo, 9 de + 


e 


+ atit 9) di t (5, s) do. 


«le 


Mai departe , 


y t (0,8) de =| do| n (s — a) (t a) da = 


to 


=( dal niasa X (t a) de =È (a — în) y (a, s — a) X (t, a) da = 


E le t “lo 


=ù — to) y (a, s—«) X (t, «) d æ, 


" 9 (s) d, | t (o, s) do = y 


e e 


e (s) d, X (s, 8) do = 


SISTEME CU ARGUMENT INTIRZIAT 319 


sét o (a, | (e Mais a) X (t, a) de = 


-V n 9 (s) d, (a — to) n (a, s — ds (t, «) da + 


«lg— T 


+ V 9 (s) d, (x — to) y (a, s — dl? (t, x) da = 
A n p (s) d, (a — to) 1 on — 2) x (t, a) de + 
e tgo—T to—T 


«UR 9 (s) d,(a — tg) y (a, s — d? (t, a) da 


t 0 tg—t 


deoarece pentru o > ta + T şi s < t, avem s— a< — r gin (a, s—a)=0. 
Din această formulă si din | X (£,«) | < M rezultă 


< M, el. 


V e (s) d. t (0,9) do 


Analog 


| G (o, s) do =| dol y (a, s — a) X (t, a.) da = 


t a t 
-l daf n (x, s — a) X (t, a) do = | (a —s) y (a, s—a) X (t, «) da. 
Rezultá 


t 


eier, pa, | Cie, 5) de =È 2 (5; to, a pia 
8 «to 8 


lo 


— «) X (t,«) da = ( | | erste p) d, (a — 8) 7 (s 90) |X (t, a) da = 


=| ju 


« lg 


n DI 59) lud) (asd dl? (t, a) da = 


=> A ly € (B— a, to, p) dg Br (a, B) |z (t, «) da. 
eto L ken? i 


< 


( n OP (B—«, lo» p) da Bn (a, 9x ol da 
e lo —T 


« SUp 


+ 


V a(B—a,to, 9) de Bn (a, dd LX (i, a) | da < M, lp (1427 V) € 
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deci 


t t 
 eiezie, pal € (0,8) do | < M, ll. 
to «8 


Folosind aceste evaluári deducem 


(t— t9) | æ (t; to, ẹ)| < Ma llo C + M leii + Ms llo! = M, lo! 
deci 


M 
læ (t; to, 9) < —— — liell 


ceea ce demonstreazá cá solutia banalá a sistemului (16) este uniform 
asimptotic stabilá. Teorema este complet demonstratá. Sá observám in 
încheiere cá semnificaţia acestei teoreme constă în caracterizarea stabi- 
litátii sistemului prin felul in care răspunde la excitatii exterioare. Acest 
punct de vedere este din ce în ce mai răspîndit în teoria sistemelor de 
reglare automată. 


$4. O EVALUARE IN TEORIA STABILITĂȚII SISTEMELOR LINIARE CU INTIRZIERE 


În multe probleme practice prezintă interes următoarea problemă 
Se consideră un sistem de forma 


& (t) = A (t) x (t) + B (t) x (t — 7). (20) 


Dacă intirzierea + este mică, este firesc să presupunem cá ea poate fi 
neglijată şi să considerăm sistemul de ecuații diferențiale ordinare 


y (t) = [A (t) + B (1)] y (2). (21) 


Presupunem cá solutia banalá a sistemului (21) este uniform asimptotie 
stabilă. Ne putem aştepta ca pentru « suficient de mic să fie uniform asimp- 
totic stabilă şi soluţia banală a sistemului (20). În cele ce urmează vom 
arăta, că acest lucru este adevărat si vom obţine şi o evaluare a valorilor 
7 pentru care stabilitatea asimptotică uniformă a soluţiei banale a siste- 
mului (20) rezultă din cea relativă la sistemul (21). 

Vom folosi o lemă relativă la inegalitátile diferenţiale cu intirziere 
care prezintă si interes în sine. 

Vom nota cu 


— h) — 
Deg — lim inf LAR e. 


Fie f(t,u,v) definită gi continuă pentru toti (u,v) şi 0 < t < «, mono- 
ton crescátoare in raport cu v. 
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PROPOZITIA 1. Dacă D . (t) — f [t, 9 (t) Eu ,e (s)), 
D d (t)— f [t, v (0, s sup (eil și v (s)< (s) noia — < s < 0, atunci 


o (t) < Y(t) pentru o pe Y < a. 
Demonstraţie. Fie E = inf (t; o (t) > y (t). Avem £— 0,9 (E) =p (E). 
Pentru —« < t < £ rezultă o (t) < $1), deri Sup. 3 (s) $ „AUD. (s). 


Rezultă D 9 (€) <f [$, P (8), IDE Zell < <f 15 Y ER ¿sup $ el < SD. d EL, 


«E 
Din ọ (t) < y (t) pentru t< Ei d e (6) = dE rezultă însă D ol > 
> D. y (£) şi propoziţia este demonstrată. 
PROPOZITIA 2. Dacă oa (t) < f [t, o (t), sup o (s)], pentru ty <t < 
(Ss 


< to + a $$ dacă y (t; tọ, e) este soluția ecuației 


y' (t) = f [t, y (t), sup y (s)] 
t—1<X5SSK 


care pe [ty —7, to] coincide cu w, atunci, presupunând această soluție prelun- 
gibilá pe [tə ty + a), rezultă o (t) «: 9 (t; to, o) pentru t, « t < to + o. 

Demonstratie. Fie e, un gir de numere pozitive tinzind monoton 
cátre zero, y, solutia ecuatiei 


y" (t) = f (t, y (t), sup y (s)] + e, 
Le gel 


care pe [ty — T, tẹ] coincide cu «c + e,. Pe baza propoziției precedente, 
Yn+1 (t) < Y, (t) pe [lo tota) si se vede uşor cá lim y, (t) = y (t; fe eil (de 


N> CO 

fapt trebuie sá subliniem cá ín cazul cind nu este indeplinitá o conditie 
de unicitate, y (t ;t,,c) este soluția superioară definită de condiţiile ini- 
Hale considerate). Pe baza propoziției 1 avem o (f) < y,(t) pentru 
tE[t,, ty + a) deci o m <y (sto). 

LEMÁ. Dacá f' (t) < — a f (t) + P, „Sup Flo) pentru t > iy şi dacă 

Sos 

a > B 0, atunci există y > 0 şi k > 0 astfel încât f(t) < ke o pentru 
t > to 


"Demonstrație. Pe baza propoziției 2 rezultá cá f(t) < y(t), unde 
y(t) este o soluție a ecuației 


Y Pe eap (e) (*) 
care pe [to — 7, t] este mai mare decît f. Să E cá y (t) = ke" 
este soluţie a acestei ecuaţii dacă — y = — a + Be”. Într-adevăr, 

sup Miel = ker e Yo 
i—rsosi! 
şi 
y' (t) E MET kee ' 
Dacă a > p, funcţia o (2) = — a + Be” + z este negativă pentru z = 0 


şi tinde la infinit cînd z —co, deci există z = y > 0 pentru care funcția 
se anulează. Rezultă că dacă « > f, există y > 0 astfel încât y (t) — ke "me 
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să fie soluţie a ecuaţiei (*). Avem inf y(t) = k, deci alegind pe k > 
to—TStSto 


> sup f(t), rezultă pe baza propoziției 2 că f(t) < keo gi lema e de- 
to—TStSto 


monstrată. 

Presupunind că soluția banală a sistemului (21) este uniform asimp- 
totic stabilă, există o formă pătratică (V (t) y,y) a cărei derivată în virtu- 
tea sistemului (21) este — (y,y). Fie x(1) o soluție oarecare a sistemului 
(20). Calculám 


d 
ET (V (t) x(t), æ (t)). 
Avem 


dV 


mei 2 0) — | a 2020) +27 o 


40 (| = 

dV 

= (20,20) +42 00 (400 2(0 B)2t—2),2 (0) — 
dv 

= Kä 2 (t), 2 ml + 2 (V (0 (A (t) + B (0) at emm + 

+ 2 (V (0) B (t) (æ (t— 1) — 0 (8), æ (1) = — (00, e (2) + 

+a oB) ED as z) = — (00, 0(0) + 
+2V080 14 (u) a (u) + B (u) æ (u — el du, e (9). 

Fie 
Za = sup |A (t) |, La = sup |B (t) |, La = sup | VU) B (t)1. 


Deducem 
A Vea (), 20) < 10012 +27 L,(L, + D) sup |æ (u)|la(t) | 
di (21 <uS 


Fie A marginea superioará a celei mai mari valori proprii a matricil 
V, A marginea inferioară a celei mai mici valori propri a matricii V. 
Avem 


À | æ (6) 12 «C (V(t) æ (t), 2 (9) <A] æ (t) 12, A > 0. 
Sá notám 


f? (6) = (V(t) v (t), x (t)). 
A |æ (0) |? < f? (t) < 4A | x (t) |? 


Din 


rezultă - u 
VA læ (0] <f (0 «lA | su 
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deci 


sup |z(s)| e = sp f (8), ei) < 100, 


1— 21 rei lA (ex pa 


1 2 
— [e (t) 1* < — SSC (t). 


Putem deci scrie 


d on Lp q 
GPOS-P 0421 Mat Ea) 7, sup f(s wer ye ES 
si impártind cu 2f (t) : 


df (t) 1 T La (14 + La) 
———— [< — — —————————— BU 8). 
dt 2A + A up f (s) 


Putem aplica lema, luînd « = AN ps SEE Un EHE 


2 A A 
Condiţia « > B conduce la 
* Ls (Lı + La) a 
A 24 
deci 


T < A o o e 
A L; (Lı + La) 
Rezultá cá dacá 
T c —c— 
A L; (Lı + La) 
atunci existáy > 0 şi k > 0 astfel încât f (t) Ke pentru t > t, deci 
|æ (t)] < D. 


temului (20) este uniform asimptotic stabilă. Să observăm că presupu- 
nînd derivabilitatea matricilor A şi B am fi putut continua calculele 
punind în evidență $i termeni de gradul al doilea în 7, ceea ce ar fi condus 
la evaluări mai bune. 
Reluám acum aceeagi problemă fără a mai folosi funcția Liapunov. 
Să considerăm sistemul 


~= e TT pentru t > t,, ceea ce arată că soluția banală a sis- 


em — AD 20) + Y, Bal) o (tus) EN 


i—1 


si sistemul obtinut pentru y — 0 


(EN 


em - [40 Y 5.0]. (21) 
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Presupunem cá solutia banalá a sistemului (21') este uniform asimp- 
totic stabilá. Dacá U(t, s) este o matrice fundamentalá de solutii a siste- 
mului (21'), avem deci | U (t, s)| < Ke-**—9. Fie c(t) o soluţie oarecare 


a sistemului (20'). Avem 
em = U (t, 0) 2(0) + ii U (t, $) B; (8) Lo(s — p sl — a (s)]ds. 


Fie t = max 7,. Pentru t > 2ur vom scrie 
i 


z(t) = U(t, 0)a (0) E Utt s) Bute) (s — uc) — 2(s)]ds + 


k pt 
+ XÁ fi Bel [o5 — pr) — sidd 
Zut 
Pe baza inegalitátii (3) avem pentru 0 < s < Zur evaluarea 
k 
E gd Zut 

| (s) | ege ` Del 
o fiind funcţia iniţială a soluţiei x, dată pe [— ut, 0]. Această evaluare 
este evident valabilă şi pentru s < 0. Am notat 

Ko = sup A), K; = sup | B,(t)], ¿=1, ..., k. 


Rezultă cá pentru 0 < s < 2ur avem în orice caz 


ES 


| a(s — pri) — o(s) | < 2e l| e. 
Pentru s > Zur putem scrie 


t (s— ut;) — æ (8) = (a (6) do = RE: (6)z (o) + Y B; (6) (eus) do 


deci 
(nis — pri) — æ (8) | < ur, Y E, Sup |æ (o) |. 
—247<X OS S 


Rezultá 
| e x, ] Zut 


k 
=0 


|2()] < Kel oll + E Eer E, 20 * 


— «0 


k t 
ch Ke K, us, yx sup | m(0)|ds = 


| el] ds + 


S—2UTÍIOSX8 
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k 
E Lë: 1 
= Kel el +4K y, Ki Jo = Z (es — 1) lil] + 


A 


=1 
k k 
TKWsK; V EK; 
i-1 


t 
al ez sup |zx(0)|ds. 
j=0 


gut 8—2uTSOosSs 
Notăm 


L= Kiel (14 7 em — E Je I 


4—1 


M = K y Ti K; y K, H 
i=1 3=0 
Avem evaluarea 


t 
Lei fei m| e-*— sup |2(0) ds. 


Jut S—24T<OSS 
Fie 
t 
v(t) = ez + u| e“ sup |z(o)|ds. 
out — $—2uT& 0X5 
Avem 
v' (t) = — ae [zar es sup | z (0) |as] -+ 
gu 8—2U4T<O0S 8 
Led Met sup |z(o)| =—av(t) + M sup |zx(0)!. 
t—2u« ox t—2ursos! 
Dar 
| æ (t) | <v (t) 
deci 
sup |z(o)|< sup (0). 
t—2utT [Xot t—2ursosi 
Rezultă 


v'(î)L—av(t)+M sup (0). 
t—251«0xt 
Dacá M < a, rezultá pe baza lemei cá existá constante N gi y 
astfel ca 


v (t) Nemo, 


deci o inegalitate analogă are loc şi pentru | z(:)|. Prin urmare, soluţia 
banală a sistemului (20^) rezultă exponential stabilă cu condiţia ca M < a. 
Aceastá conditie conduce la 


u< k k 
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$ 5. STABILITATEA UNOR SISTEME DE REGLARE CU ÎNTÎRZIERE 


În cele ce urmează vom arăta în ce fel, folosind metoda lui V. M. Po- 
pov, se pot obţine condiţii de stabilitate asimptotică în mare pentru sisteme 
neliniare cu intirziere, care intervin în teoria sistemelor de reglare 
automată. 

Fie sistemul 


E = Ae + Bot — el if [o (tv), e — (e, a). 


Aici A, B, sint matrici constante, | un vector constant. 
Vom presupune că ecuaţia 
det (A + e—™ B — E) = 0 
are rădăcinile în semiplanul Re <—a <0. Vom presupune de ase- 
menea că 
h,c? < of (o) <h, 0?, cu ha < k. 
Fie x(t) o soluție oarecare a sistemului gi u(t) soluția sistemului 


"1 — Au (t) + Bu(t — ei LI — x), 


unde y(t) =f [c (1)] pentru —r «t <0, v (t) = 0 pentru t > 0, care veri- 


fică aceleaşi condiţii initiale ca gi c(t) pe [—r, 0]. Fie 
0 pentru —r<t<0, 
fr(t) = M [o (1)] pentru 0 «t « T, 
0 pentru T <t. 
Notăm cu w(t) soluția sistemului liniar neomogen 
CL = Aw(i) + Bu(t — 2) + at — 2) 


care verifică condiții inițiale nule. 
Avem 
w (t) = x(t) — u (t) pentru —« Lt<T +7, 
căci condițiile initiale sînt verificate şi diferența c(t) — u(t) satisface 
acelaşi sistem ca şi w (t). 
Fie 


vun =È e een — 2180 + ao N0 = 


- K w (t)) — Tot) [o 2 ll f, (1) di= 


1 [re 5 P E KE 
"x Rello, î) — Ta t ate io) Fdo, 


Om 
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Deoarece w verifică pentru t > T sistemul omogen, rezultă cá w si 

ep descrese exponential, deci putem aplica formula din teoria transfor- 
t 

matei Fourier. Am notat cu w respectiv fr transformatele Fourier ale lui 


w respectiv f. Din sistemul de ecuații pentru w rezultă, aplicînd transfor- 
mata Fourier, 


i ww = Aw Leier Bw + lf, e 
de unde se deduce 
= —(A Leier B — io E) ileer fy. 
Inversa matricii (4 Leier B —i«o E) 1 există deoarece am presupus cá 
spectrul ei se află in semiplanul Rez < — a < 0. 
Notăm M=e (A Lier B —io E) !l şi G = (c, M). Avem 
w = — M fr şi deci 


1 ed WER 
x(T) = St Rel— (o, Mk — ate IM) iod fide 
-- pl O en 


Presupunind ^ + (Qe (1 43- £o q) G — 0, obţinem x4 (T) <0. Pe de altă 


parte, 
e WS 2 A del) ` 
vun -V E et — (014a (0, E | 
— (e, u (t)) — ch I c (t)] dt. 
Rezultà 
V lo aE s(0]t < 
< d u(t) + sé SJ sora, 
Dar 
f (o) [e B PL ils L^ hy o? = hg c*. 
Rezultá 


kl ear neige ch le nm + ao 2 rte na 


e 0 
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le] 

Notind F (o) =| f (c) de, obținem 
. O 


hs Y emt dt + qF [o (7)] <aF [o (0)] + 


du (t) 


+ NC u) + ao, e, 


. 0 


Vi c (1)]dt, 


Avem 
P[o(T)] > ^L en 


deci putem scrie inegalitatea 
EIER V 02 (t) dt < qF [(0)] + 


du (t) 


ele n + afe, TS item 


Dacá q este functia initialá a solutiei ia avem (vezi anexa care conține 
rezultatele lui N. N. Krasovski) 


win < Bella, Kaff? 
Din cf(c) hc? rezultă |f(c)| « h,| 0], deci 
le nm + afe Zut 


Tinínd seama de aceasta obţinem în definitiv 


<I, sup ON eat dt. 


Da e (T) + h V o (1) At < qF [5(0] + ele sup | e(t). 


Mi inegalitatea 
Ia aime qF [o (0)] + Zallell sup | 0(2)! 
Oxt«T 
deducem 1a fel ca in eapitolul II cá 
|o (t) | < a (Il ell) 
gi tinind seama de formula variatiei constantelor deducem gi 
| e(t) | < aa (ll ell). 


dg x Gs (|| ell şi cu aceleaşi raționamente ca în 


di 
T 
capitolul II rezultă din | 6? (1) d < C faptul cá lim c(t) = 0. 
t-> co 


0 


De aici rezultă că | —— 
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Tinind seama din nou de formula variației constantelor deducem că 
lim z(t) = 0 şi este demonstrată următoarea : 


tăi TEOREMA 4.16. Dacă ecuația 

det (A + e?* B-1E)=0 
are rădăcinile în semiplanul (Qe xL —a < 0 si dacă există q > 0 astfel încât 
= + Re(1l + $oq)e-9*(e, (A + eB —4o E) 11) - 0, 


atunci oricare ar fi functia f cu proprietatea că există h, și h, < k astfel ca 
hc? « c f(c) <h, c?, soluția banală a sistemului este asimptotic stabilă 
ín mare. 


$ 6. SISTEME LINIARE PERIODICE CU INTIRZIERE 


Trecem acum la studiul sistemelor liniare periodice cu intirziere, refă- 
cînd în acest cadru general rezultatele obţinute în teoria oscilaţiilor liniare. 

Considerăm sistemul (16) presupunind în plus că y(t, s) si f(t) sint 
periodice în t cu perioada w > 7. Fie c(t, p) soluţia sistemului (16) definită 
pentru t > —r şi care pe [—r, 0] coincide cu q. Din cauza periodicitátii 
matricii y şi a vectorului f rezultă că x(t + o, q) este o soluţie a sistemului 
(16), definită pentru t + o > —r, deci pentru t > —«u — t. Dacă pen- 
tru —r < t < 0 această soluţie coincide cu o, atunci, pe baza teoremei de 
unicitate, va rezulta z(t + o, q) = x(t, ol pentru toti t >0. Condiţia 
ca soluţia să fie periodică se serie deci z(« + s, 9) = o(s) pentru s€ [7,0]. 
Fie V operatorul definit de relația V 9 = x(w, + s, p). Solutia determi- 
natá de funcţia iniţială o este periodică de perioadă œ dacă gi numai 
dacă Vo = Pie z(t, 9) soluţia sistemului omogen (17), definită pentru 
> —rt 8i care pe [—r, 0] coincide cu q. Din formula (18) rezultă 


t 
alt, 9) — 2(5 e) + Pai X (t, a) da. 


Notind eu U operatorul definit de relația Up = 2(« + s, q), rezultă 
cá putem serie 


Volt s 
Vo = Uo +| f («).X (o 4- 8, «) d«. 


e 0 
Conditia ca solutia sá fie periodicá devine 
Q 1-3 
p = Up ei f(a)X (o +s, a) da 
0 
sau 
0+8 
(1—U)p= | fla) Xlo +s, a) da 
0 


unde 7 este operatorul identic. 
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Operatorul U este complet continuu (compact) în spaţiul Banach 
al funcţiilor vectoriale continue pe [—r, 0] eu || p || = sup | ọ |. Pentru aceas- 
ta trebuie să verificăm că dacă || p|| < M, mulţimea (Uq) e compactă; 
vom arăta că această mulţime verifică cererile criteriului de compacitate 
al lui Arzela. Într-adevăr, din (18) rezultă că 


Ug = 9(0) X (o +s, o) + 


o LI 
eJ —T 0 


(P as| ais, B— al X (o +s, a) da 
gi din [9|] <M se obţine || Ug|| < M”. 


Deoarece w > r, rezultă « + s > 0, deci z(&% + ol sînt deriva- 
bile gi 


0 
Telos, =) z(w +8 +o, 9) de n(s, c), 


v 


de unde rezultă cà 


d 
PUE o) «aM, 
ds 


deci funcţiile (U 9) sînt egal mărginite şi egal continue. 

Sistemul (17) va admite o soluţie periodică de perioadă «c pentru 
orice f dacă gi numai dacă operatorul I — U e inversabil; operatorul U 
fiind compact, I— U e inversabil dacă şi numai dacă ecuaţia Up = q nu 
are alte soluţii decît pe cea nulă. Dar ecuaţia Up = ọ determină funcţiile 
initiale ale soluţiilor periodice ale sistemului (17). Am stabilit astfel urmă- 
toarea teoremă. 

TEOREMA 4.17. Condiţia necesară și suficientă ca sistemul (16) să 
admită soluţii periodice, oricare ar fi funcția continuă periodică f, de perioadă 
c, este ca sistemul (17) să nu admită alte soluţii periodice de perioadă o 
decât cea banală. 

TEOREMA 4.18. Dacă sistemul (16) admite o soluție mărginită, atunci 
el admite soluţii periodice. Cu alte cuvinte, dacă sistemul (16) nu admite 
soluţii periodice, toate soluţiile lui sînt nemárginite. 

Demonstraţie. Fie 


W+ s 
p= f(«) X (o +8, a) da. 
. 0 
Am văzut cá funcţiile initiale ale soluţiilor periodice ale sistemului 

(16) verifică ecuaţia (1 — U) = d. Dacă sistemul (16) nu admite soluţii 
periodice, 4 nu aparţine spaţiului (I — U)Y. Dar operatorul U e com- 
pact şi deci (1 — U)& e închis. Rezultă că distanţa de la y la (I — U)% 
nu e nulă şi atunci există o funcţională liniară y, nulă pe (I — U)* e 
egală cu 1 pe d. Pentru orice o € € avem 


y [(1 — U) 9] — 0, 
deci 


y [e — Up] — y[9] y [Uo] 0, 
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deci 
y [e1— 9 [Uo]. 
Din relatia 
y(o+8,p)=Up + y 
rezultá 


yIz(o +8, p)] =y [Ue]-- y [931 9 [p9]+1. 
Avem relatia 


t 
zi + no, 9) =2(t, sno +s, 9)) +) f(x) X (t, a) da. 
a 0 
Într-adevăr, în membrul al doilea avem soluţia sistemului (16) care pe 
[—7, 0] coincide cu z(*»o--s, 9); dar aceasta este tocmai soluţia 
2(t+ No, q). Din relaţia scrisă deducem 


2[(n+1)o+s8s, p]=Uz(no+s, 9) + y 
Din aceastá relatie obtinem prin inductie 
y [r(no +8, p)]=ylp]+mnm. (22) 
Relatia (22) este adeváratá pentru n = 1. Mai departe 
y [2 ((n +1) o +s, p) =y[Uzx(no +s, p)1 + 
+Y[91=y[c(no +s, 9))-1—9 [o] - n 1 


şi relaţia (22) este stabilità pentru toti n. 

Din această relaţie rezultă că y [x (nw + s, p)] este un gir nemárginit, 
deci x(t, p) nu poate fi mărginită (functionala y e liniară gi continuă, 
deci márginitá). Teorema e demonstratá. 


$ 7. SISTEME PERIODICE CU ARGUMENT INTIRZIAT, CAZUL CRITIC 


Trecind la studiul eazului cind sistemul (17) admite solutii nenule, 
periodice de perioadá «w, vom examina separat cazul particular al sisteme- 
lor eu argument intirziat de forma 


4 (t) = A (t) e(t) + B(t) «(t — 7) + f (t), (23) 


unde A şi B şi f sint continue şi periodice de perioadă o > r. 
Sistemul omogen corespunzátor se scrie 


& (t) = A (t) x (t) + B (t) z(t — 7). (24) 
Sistemul adjunet sistemului (24) va fi 


y (t) = — y (t) A(t) — y (t+ 7) B(t +). (25) 
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TEOREMA 4.19. Dacá sistemul (23) admite solutii periodice de perioadá 
€, atunci 


TOG dt=0 


pentru toate soluțiile periodice y(t) de perioadă « ale sistemului (25). 

Demonstrație. Fie x(t) o soluție a sistemului (23) definită pentru 
12 — Tt gi y(t) o soluție a sistemului (25) definită pentru t < œ + t. Pentru 
0 « t < o definim (y, x) prin formula 


(9, 2) - y e(t V yc) B sieft La dn = 


LE: 
ug em + VEBE län 
Avem n 
(y, 2) äm em amer ZU yE Pet ra = 
dt dt Y 


= — y(t) A (t) e(t) — y (t +7) B (t -- x) x (t) + y (t) A (t) x (t) + 
+ y (t) B (t) 0 (t — «) + y (t) f(t) + y (t +7) B(t +7) e(t) — 
— y (t) B (t) a(t — 7) = y (t) f (t). 
Dacă x(t) si y (t) sînt periodice de perioadă co, avem 
(Y, lw = (Y, Pla: 
deci 


0 


o d 
— x) dt = 0. 
| q n 2) 
Aceasta inseamná cá 
am ng dt — o 
'0 


$1 teorema e demonstrată. 

Pentru a merge mai departe începem prin a stabili o formulă analogă 
cu (18) pentru sistemul (25). Fie y(t) o soluţie a sistemului (25) definită, 
pentru t < c prin condiţii initiale date pe [o, o +7], X (a, t) matricea 
formată din soluţiile sistemului (24) cu X(t, t) = E, X(a, t) = 0 pentru 
a < t (variabila este «, iar te fixat). Avem 


Y y (8) X (s, t) ds = — y y (8) A (8) X (s, t) ds — Y y (8--x) B(s+7)X (s, t) da. 
t i t 
De aici 


y()X (5,0 —9()X ae DX (s d de = 


E -È vía) A (s) X (s, t) ds — vn B(B)Ă (8 —7, 1) dB. 
at (Er 
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Rezultá 
yt =Y (0) X (s t) — È y(s) A (8) X (s, 1) ds | y(s) B(s) X (s — z, 1) ds + 


al 


eue X (s gäe") 


t+ 


y (8) B (s) X (s — 7, t) ds + 


4- NI B (s) X (s — 7, t) ds + V vto B (s) X (s — 7, t) ds. 


Ss 


Deoarece pentru t <£s<t +7 avem ( —« «(8 —« <t, rezultă X(s—r, t) = 
= 0 pentru t <s < t + 7, deci, în definitiv 


y()=y(0)X (0,1) +È y) Bt) X (8 — 7, t) de. (26) 


Vom avea nevoie si de formula care corespunde formulei (18) în 
acest caz particular. Fie Y («, t) o matrice ale cărei linii verifică (ca funcții 
de «), sistemul (25) pentru « < t şi condiţiile Y (t, t) — E, Y (a, t)=0 
pentru t < « <t + t. E uşor de văzut că o asemenea matrice poate fi 
construită prin paşi. Într-adevăr, pentru t — t < « < t vom avea 


p Y (a, t) + Y (a, t) A (a) —0, Y (t, t) = E, 
ax 


deci Y (a, t) se determină ca matrice fundamentală a unui sistem de ecuaţii 
diferenţiale ordinare. Pentru t — 27 < « < t — r, Y (a, t) se va determina 
din sistemul 


— Flw) Flot) Ala) + Flatt) B(s 4-5) —0 
O 


în care Y (« +7, t) se înlocuieşte cu matricea găsită în etapa precedentă. 
Operația continuă mai departe în același mod. 
Avem, dacă z(a)este soluţie a sistemului (23), 


i Y (a, t) (a) da = | Y (a, t) A (a) z(«) da + 


+ | Stad B(0) 0(a—=) da +A Y (a, 1) f (2) de. 
Integrind prin párti, 
Ti dem ie 02) A | Y (s 0| olda = 
ls | de 
=ù xe 04(9)2()ds +( FB+, 0 B(5-- (ap 


+ ( Y (a, t) f («) da. 


. O 
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De aici 


€ (t) =Y (o, t) a(o) ei Y (a, t) A (x) z(a) da — 


6 


A Y (« 4- 7, t) B(a +7) x(x«) da H Y (a, t) A (a) (a) da + 


o „0 


4 C Y (« 4- 7, t) B(« +7) v (x) da + Y (a, t) f («) da. 


Rezultá 
æ (t) =Y (0, t) (9) — 4 Y (a 4- 7, t) B(« 4- 3) z(«)d« + 


n | Y (« 4-5 f) Bis +1) 2(«) d 4- V Y (o, 0 f (2) de. 


Dar pentru t—r<a0a<tavemt<a+r<t+r, deci Fiers 
= 0. Obtinem in definitiv 


c t 
t (t) = Y (0o, t) x (c) + Y(« +, t) Bla + 7) 7 (a) da + | Y (e, t) f («)d«. 
Pentru f = 0 se capátá solutia generalá a sistemului (24). Luínd solutiile 
care formează matricea X (t, o) (soluţii nule pe [c — t, 5), cu X (o, o) = E), 
rezultá 

X (t, 0) = Y (o, 1). 


Formula precedentá devine 


em =X (t,0) s (5) V X (t « x) B(x-- 5) 2(a) de + 


D: e 


si | X (t, ai f (x) da. (27) 


Le. 


Aceasta este formula (18) în cazul particular al sistemului (23). Să obser- 
văm că aici z este un vector coloană, în timp ce în formula (18) z era vector 
linie. 

Fie, ca mai sus, U operatorul definit de Up = 2(w + 8, 9), unde 2 (t, p) 
este soluţia sistemului (24) care pe [—r, 0] coincide cu q. 

Soluţiile periodice ale sistemului (24), de perioadă w, vor fi determi- 
nate de funcţiile initiale care verifică relația Up = q şi cum am văzut că 
operatorul U este compact rezultă că sistemul (24) admite un număr finit 
de soluții periodice de peroadá w liniar independente. 

Fie acum y(t, v) soluţia sistemului (25) definită pentru t < e + Tt 
şi care pe [w, «-1-7] coincide cu d. Odată cu y(t, 4) este soluție a sistemului 
gi y(t — «o, Y), definită pentru t — o < o + z, deci pentru t < 20 + T. 
Dacă y(t — o, Y) coincide cu y pentru o < t < o + q, atunci pe baza 
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teoremei de unicitate avem y(t — œ, Y) = y(t, V) si soluţia e periodică. 
Rezultă deci că funcţiile d care sint funcţii initiale pentru soluţiile periodice 
ale sistemului (25) verificá relatia 


y (t — e, y) = y (t) 


pentru o <t L o +r. 
Această relație se scrie, tinind seama de (26), 


W+T 
$( = 4(9)X(o,t—o) V PE B(E)X(E— t — o) d£. 
Notám (s) = d(s + o + t) —r <s <0. Dacă y verifică ecuaţia 
de mai sus, functia 9 verificá ecuatia 


Sisi = $(—9X(os- x) HV. qE—o— el B(E)X(E— a + :)d£, 


deci 
P(s) =p(—7)X(0,s + 7) + 


t SMBM IX (a+ o s dldn (28) 


În cele ce urmează vom demonstra cá ecuaţia o — Up = 0 şi ecuaţia 
(28) au același număr de soluţii liniar independente şi că ecuaţia e — Up = 
= F are soluţii dacă gi numai dacă 


0 
$(— 3)F (0) + $ (n) B (n + :) P (n) dy = 0 
pentru toate soluțiile ọ ale ecuației (28). 
Fiind date două funcţii matriciale y, p definite pe [ —r, 0], pentru care 
înmulțirea este posibilă, definim operaţia 


«6o» =v—=0) e (0) +h PE BE +=) g (E) de. 


Această operaţie este evident biliniará. Să punem în evidență urmă- 
toarea proprietate fundamentală 


<< L (0), M («,6)>, N (a) > = < L (06), < M (2,0), N (a)>>. (29) 
Fie 
K (a) = < L (0), M (a, 0) >. 
Avem 
< K (a), N (a) > =K(—"N (0) +4 


d 


K (6) B(& + 3) N (548, 


0 


(E) B (E + 7) M (0,8) dé. 


K (0) = L(—7) M (2,0) +| 
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Rezultá 
< K (a), N (a) > -[zc atc so L(E)B(E+ 


roua 00 1094 [n7 9266 V ze 54 

42) M (E, dE +=) N (E) d£ = L(— el M (— s, 0) N (0) + 

eV niet MC sx (0748 EL 9 | aras GÉIE 
+ 1) N (E) d£ Af rann +1) M( 2) d | B (3 + 1) N (£)d£ = 


M(—50)N(0) V MC, 0) BE 4-9) (6) az] + 


y —T 


=L(—»)| 


« L (m) B (n +3) M (- 9 N (0) än +È L)BG + 


za KEE EE 


I Cs 2) N(0) + 


wt 


ch M(E, 0) B (E LIEGE L (2) B(n +) 


+ M (E, n) B(£ t9 N (545 dr <L (c), < M (a, c), N (a) >>. 


Relatia (29) e demonstratá. 
Considerăm ecuația 


p (8) — A Ea (8, — deii AN Ein d B (n + 9 (m) d» =x (8), (30 
care cu notațiile adoptate se scrie 
p (s) — à < K; (8, a), e (x) > = x (8). 
Căutăm soluția sub forma 
eil = Y Y gls). 
Înlocuind în ecuaţie gi identificind coeficienţii puterilor lui A obținem 


Po (8) = x (8), p; (8) = < K, (8, 9), Pj-1 (2) >. 
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De aici rezultá 
le; (s) | < M? sup |x (s)|, 


unde M este oricît de mic dacă |.K,| este suficient de mic. Rezultă cá dacă 
| K, | e suficient de mic pentru ca M < 1, seria converge uniform şi absolut 
pentru A = 1. Avem 


pı ($) = < K, (s, a), x (a) >. 
Verificăm prin inducție formula 

9, (s) = < K, (5, a), x(x) >, 

unde 
K, (s, n) = < K, (s, ok Ki-1 (a, y) > 
Într-adevăr, avem 
Piu (5) = < K; (s, e), p (x) > = < K, (s, a), < K, (a, 7), x (n) > = 
= << Ka (s, «), Ki (a, 7) 2, X (9) > = < Ku (8, n), x (m) >. 
Notind 
F (s, n) = y K, (s ,1) 
1 


rezultă că soluţia ecuaţiei (30) pentru A = 1 se scrie 
p (s) =x (s) + <T (s, a), x (a) >. 


Fie acum ecuaţia 


v 


d 
$(6) — (0H, (0,9) $0) ia tel Biel dn BD 


care cu notatiile adoptate se scrie 
p (s) — A < p (a), Kı (a, 8) > = X(s). 
Cáutám din nou solutia sub forma 


9 (s) = M X 9; (8); 
i-0 
obtinem 
Po (s) = x (s) EN (s) = < Po, (x), K, (a, s)>. 
Ca mai sus se aratá convergenta absolutá gi uniformá a seriei dacá 
|.K,| e destul de mic şi A = 1 gi prin inducţie se obţine 
$ (s) = < X (a), Ei (%8) >, 
unde 
K, (m 8) = < Ki-1 (m, €), Ka (a, 8) >. 
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În definitiv, soluţia ecuaţiei (31) pentru à = 1 se scrie 


$(s) = F (8) + < Y (a), l (a, s) > 
unde 


Dia s) = Y, Ki (n, 8). 
l=1 

Demonstrám prin inductie relatia 

Gét? s) = K, (1, 8). 
Avem 

Ka (m 8) = < K, (m, 9), Kı (a, s) >= K, (1, s). 
Presupunem egalitatea adevărată pentru j < l. Avem 
K, (n, 8) = < K, (n, a), Kia (a, 8) > =É; (n, s) = 


=< < Ein, a), K, (o, 8) > = < Kia (n, a), K, (o, 8) > 
deci 


Ki (7; s) = < K, (n, ol K, (a, s) > = 
== K, (7, a), < Ki (a, B); K, (B,s) >> = 
= < K, (9, al Ki-1 (a, B) >, Kı (B, $) > = 
= < K, (n, B), K, (B, s) > = < K, (n, B), K,(B,5) > = Kia (m, 8). 
Rezultă astfel că 
r (N, s) = T (N, 8) 
şi soluţia ecuaţiei (31) pentru à = 1 se scrie 
9 (s) => x (s) Po x(a) T (a, s) >. 
Ecuația 
p — Up = F (s), 
se scrie, tinind seama de formula (27), 
0 
p (8) — X (o + s, 0) e (0) — | X(0+8,7 +7) B(n +=) p(n) dn = P (s) 


au T 


sau 
p(s) — <X (o +s, +7), p(n) > =F (8). 
Deoarece X («o + s, n + 7) este uniform continuă in pătratul 


— 7 Cn LO, — 1 Cs 0, putem serie, folosind de exemplu teorema lui 
Weierstrass, 


X (w +8, 1 +7) = Y ay (8) b, (n) + K, (s, 7), 
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unde a, (s) sint vectori coloaná, b, (n) vectori linie, (a) si (b,) sînt liniar 
independenţi, iar |K, (s, »)| poate îi luată oricît de mică. Ecuația 
p — Up = 
devine 
e(s) — < Y a; (s) b, (n) + K: (8, n), e (n) > = F (s) 
k 

deci 

p (8) — Y a(s) <b, (n), p(n)> — < K, (8,7), p(n) > =F (s) 

k 


sau 
p (8) — < K (8, n), p (n) > =Y a, (s) <b, (n), e (n) > +F (8). 
Notînd 
p (8) — < K, (s, n), e (n) > = x (8) 
deducem 


p (s) = x (s) + <T (8, a), x (a) > 
şi obținem pentru y(s) ecuația 
x (3) = Y, a (s) <br (n), x (0)3- P (n, a), x (x3) >> -F(s)  (***) 
sau 


= H az (s) [< 5, (0), x (9) > +< dy (9), < T(n, 2), x (a) >> ]H-F(s)— 
= Y a, (8) [< 0, (9), x (9) > + <<0 (9), P(n, 2) >, x (9) IER (8)= 
= 2,9. (s) < b, (a) + < b, (n), T (n, a) >, x (a) > +F (8) 

deci, in definitiv, 


x (s) = Y ar (8) < b, (2), x (a) > +F (5), 
unde 
b, (a) = be (a) + < b (0), T (9, a) >. 
Rezultá de aici cá 


x (s) — F (s) = Y Az @ (8); 
k 
înlocuind în ecuaţia (***) se obţine 


Y» a, (8) = Y az (5) < b. (a), F (a) + Y, a; (a) >. 
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Tinind seama de faptul cá vectorii a, sint liniar independenti 
deducem 


Ar = Y 165%; + fu (32) 
unde 
Yo US b, Lol a, (x) >, fn = « b, (a), P (x) >. 


Sistemul (32) are solutie dacá gi numai dacá 


Xf k Ux = 0 (33) 
pentru toate solutiile sistemului 
Ux = Y Ya He, (34) 
j 


Deoarece sistemul (32) este echivalent cu ecuaţia în y,iaraceasta e echiva- 
lentă cu ecuaţia 


? — Deum 
rezultă că (33) reprezintă condiția necesară gi suficientă ca o — Up = F 


să admită soluții. Pentru a vedea ce reprezintă condiția (33) să observăm 
că ecuația (28) se scrie 


p(s) = < (a), X (a + 0,8 + 7) > 
sau 


9 (s) = < F (a), Y ar (x) b, (s) + K, (a, 8) >, 
deci 
9 (s) — < 9 (a), Kı (a, 8) > = Y < 9 (a), a, (a) > b, (s). 
Punînd 


9 (s) — < 9 (a), K, (a, 8) > = x (8) 
obtinem 


9 (s) =X (s) + <x (2), T (a, s) >, 
ceea ce ne conduce pentru y la ecuaţia 
X (s) = Y < xG) + < (2), (mp0) >, 0% (2) > Dz (5) 
care se mai scrie 
X (8) =Y «X (n), % (n) > b (8). 


k 
unde 


a, (1) = a; (n) + <T (m, a), a (x) >. 
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Solutia acestei ecuatii va fi de forma 
x (s) = Y t b, (s) 
k 
şi înlocuind în ecuaţie obţinem 


Y tz br (s) = Y < A u, b; (n), a (n) > b, (s) 


de unde, tinind seama cá vectorii b, sint liniar independenti, 


Ux — y "To Get Ki Se b, (1) a, (m) >. (35) 
j 


Verificám egalitatea Y,, = Top, Avem 
"Top = < b, (n), ge (n) + < I (7, 2), 4,(a)>> = < b, (n), a (n) > + 
+ <b, (n), <T (n, 9), a, (a) >> = < b, (n), as (n) > + 
T««b, (n), T (n, oz 4, (a) > =< bh, (a) +< d (1), T (7, ol >, On (a) >= 
== < b, (x), a (a) > = Yj,. 
Rezultă că sistemul (35) coincide cu (34). Condiţia (33) se scrie 
V us < dy (2), F (a) > = 0, sau, tinind seama de expresia lui b,, 
k 
y ue < b, (x) + < b, (n), Y (n, a) >, F (a) > =0. 
k 


Dacá y, verificá sistemul (35), avem 
Y Ux b, (s) = X (s) 
k 


deci condiţia (33) devine 


<% (a), P(a) > + ««Xx (n, P (n, a) >,F(a) > =0. 
Dar 


X (a) + < X(n) V (n, a) > + 9 (a), 
si obtinem in definitiv conditia 
— p (a), F (a) > — 0. 


Am ajuns astfel la urmátorul rezultat : conditia necesará gi suficientá 
ca ecuaţia o — Up = F sá aibă soluţie este ca 


< 9 (a), F (x) > = 0, 


pentru toate solutiile o ale ecuatiei (28). 
Tinind seama de faptul că 


F (s) e x (o + s, a), f (a) de 


0 
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gi 
P(s) = d(s + 7 + 0), 


condiţia se scrie 


vo X (9, (da V pintr + o) Bi + 


otn 
+ d laa da dx — 0. 
0 
In ultima integralá permutám ordinea de integrare gi obtinem 


Wo x (s a feode e V [eee em Be 


e e a! 


nr dfie Ta siëaliiläe 2 I Asien lp 


+ TX (o0+m däs |f (o) da =0. 


Dar pentru y <a — o avem a > o + y, deci X(o + y, «) = 0, deci în 
ultima integrală putem înlocui pe a — « cu —r şi condiţia se scrie 


TORIC a)f(a)da +È | 


(0) 
e'0 


V Y (yn +r + 0) B (9 + 


e 


Lait (o La a) d» |f c) de =0 


sau 
Q OT 
V [ee (0,9 + BIE 9 dE |y Co) da = 0. 
Tinind seama de formula (26), aceastá conditie se scrie 
V y G9 f (2) da = 0, (36) 


unde y(«) este soluţia sistemului (25) care pe [o, œ + 7] coincide cu y. 
Dar 9 este soluţie a ecuaţiei (28) deci y este funcție iniţială a unei soluţii 
periodice a sistemului (25). Am demonstrat astfel următoarea teoremă : 

TEOREMA 4.20. Sistemele (24) şi (25) au același număr de soluţii 
periodice de perioadă « limar independente. Dacă este îndeplinită condiția 
(36) pentru toate soluţiile periodice independente ale sistemului (25), atunci 
sistemul (23) admite soluţii periodice. 

Faptul că cele două sisteme (24) şi (25) au acelaşi număr de soluţii 
periodice de perioadă «w liniar independente, se vede în felul următor. Nu- 
mărul soluţiilor periodice liniar independente ale sistemului (25) este egal 
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cu cel al solutiilor independente ale sistemului (35), iar numárul solutiilor 
periodice liniar independente ale sistemului (24) este egal cu cel al solutiilor 
independente ale sistemului care se obţine in (32) cînd f, = 0. Cele douá 
sisteme de ecuaţii liniare au acelaşi număr de soluţii liniar independente 
deoarece matricea sistemului (35) este transpusa matricii sistemului (32). 


$8. CAZUL CRITIC LA SISTEME GENERALE CU ÎNTIRZIERE 


Reluăm aceeaşi problemă în cazul general. Sistemul adjunct 
sistemului (17) are forma 


y (9) + ne — s y (a — y) dy]=0 (37) 
sau 


y (a) +A n (a — y, Y) y (a — y) dy = const. 


e) — 


Deoarece n(t,s) = 0 pentru s — 0 şi s < — 7, acest sistem se scrie 


y (a) +È n (B, æ — B) y (B) dB = const, 


. X 


Rezultá cá pentru c fixat putem scrie 


yla) + n(B a — Pyle de ut) V ns — 8) (P ag 


sau 


y (a) V aiëe-— By (B) dB = y (s) + 


ch a — ey (Bag V vie — B)y (B) aß. 


eS 


Dacă se dá soluţia y pe segmentul [o,c + t], atunci pentru «<c 
în membrul al doilea se află o funcție cunoscută şi y se determină pentru 
a<o dintr-un sistem de ecuaţii integrale de tip Volterra. Aceasta permite 
să se formuleze pentru sistemul (37) teorema de existenţă şi unicitate. 
Pentru fiecare funcţie inițială cu variaţii mărginită pe [0,0 + 7] solutia 
există şi e unică în clasa funcţiilor cu variaţie mărginită. Dacă funcția 
inițială e continuă, soluția rezultă continuă. Fie X (x,y) matricea ale cărei 
linii sînt soluții ale sistemului (17) nule pentru «<y, şi astfel ca X (y,y) —E. 
Pentru t<o si o solutie y(«) a sistemului (37) a cárei functie initialá e cu 
variație mărginită, avem 


V X (0,1) dy («) =X (o0 y(s) — X (t, t) y (t) E Et (a, d y (el da. 
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De aici 


y (t) = X (5,1) y (o) A zial) 


—-00 


n (a =y Y9 (1 dy | — 


E IV: Bette d ide 


Y n X («4-s,1) d, y ail («) da =1, [Y Xd 8—0)| v (da = 


i c c o 
=È xta nto Boya eV x oa nsu) dee 


Rezultá 
YO — X (0,090) +È X (50d step ay (a) de — 


-È xoa sts ay (a da — È X (B, oa m0, B— ay (2). 
Deoarece X (f,t) = 0 pentru f < t, cea de-a doua integrală e nulă si 
obținem 
vm — X (090 +È X (60d sisch — ay (a) da. 
Tinind din nou seama de faptul cá X (B, t) = 0 pentru B<t, scriem 


vg =X (091 +È _X (8,04 | nB — ay (ada 


şi, deoarece y («,B — a) = 0 pentru Beste 


y (t) = X (0,1) y (0) +| x (8,0 del ala B— a)y (x) de. (38) 


Direct din sistemul (37) se vede cá dacá y («) e solutie a sistemului 
atunci y(«—«) este de asemenea soluție, căci y (t,s) e periodică in i cu 
perioadă w. Fie y («,V) soluţia sistemului (37) definită pentru «<w cu 
ajutorul funcţiei d, cu variaţie mărginită pe [o,o + 7]. Funcţia y(x— c, Y) 
va fi si ea soluţie şi această soluţie e definită pentru « — w< « deci pentru 
a<2w. Dacă pentru oe go + 7 această soluție coincide cu d, rezultă 
că pentru «<w ea va coincide cu y(a,V), deci y(a — œ, Y) = y(a, dl si 
soluţia gie, d) este periodică de perioadă c. Prin urmare, condiţia ca soluţia 
să fie periodică de perioadă « se scrie y (a— œ, dl = y pentru w < « <w + 
+ «. Tinind seama de (38), această condiţie se scrie 


yla) =X laa d il + Iza | (mé MINA. 


O 
O) 
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Notám e (s) = y (s + € + 7); obţinem 
9(s) =X (es + 7) p(— 7) + 


EN X (08 +0 dl aile 


Go 


Fácind în ultima integrală y — « — t = £, obţinem 


$(s) =X (0,s + 7) p(— 7) + 


0 


ch X (Bs + ași "(5 o +75 Pp=5— o T) g (EdE. 


Punem în prima integrală B = ¢ + o gi obţinem 


$(s =X (0, s + 1) p(— 7) + 


0 


ch aea asr nai n(E+ 0 E al BEE. (39) 


Soluţiile ecuaţiei (39) dau funcţiile initiale ale soluţiilor periodice ale sis- 
temului (37). 

Pe baza formulei (18) avem 
0 t 
z(t, 9) — e(0)X (1,0) + dE n (8 — a) X (t, a) de + 
y — Q0 0 


+È FX (t, o) da. 


Deoarece «> 0, dacă s< — rt, rezultă s — a < — rt, deci 
n (as — a) = 0 şi formula se poate scrie 


0 


29) = (0) X 0) | e (s) d 4 (%5—a) X (t, a) da + 


+ (roz (t, «) da. 


Tinind seama de faptul că X (t,a) = 0 pentru t < a, deducem 


"0 


£ (t, p) =p(0)X (t, 0) +| e (s) di y (a, $ — a) X (t, a) da + 


—T 


eu (a) X (t, «) da. 
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Dar $«:0 si deci dacă «>rt avem s— « «; —* şi n (a, s—-a)=0 
deci în definitiv 


2,9 — e(0X (0) +h eel ss s Dă (1, a) da + 


v—T 


+ f («) X (t, «) da 
sau 
€ (t, 9) = p(0)X (t, 0) + | 9 (B) dol (y +7,B= v— X (t, Y + 1) dy + 


+È (0X (t, a) da. 


Condiția ca soluția sá fie periodică se scrie, după cum am mai văzut, 


x(w + s, ẹ) = e (s), 
deci 
eil = p (0) X (o + s, 0) +| d'EM nv sB—Y—3)X (o4 
+s, y dc) dy (rx (o + 8, a) da. (40) 
Definim operaţia 


SEELEN 


ed ne-ar Eee. 


Demonstrăm proprietatea fundamentalá 


<<L(B), M(B,0)>,N (o) > xs « L(B), <M(B,0)>,N (0)>>. (41) 
Fie 
K (c) — < L(8), M (B, 0)>, P (B) = < M (B, o), N (c) 2. 
Avem 
K()-L()M(-59--V Loa (E sr-i-22 (62)4t, 


<< L (8), M (8,6) >, N (c) > =< (K (o), N(o) ^ =K (0) N (— 7) + 
ch xoa stesr-t-2N(Dat- 


0 


= [zu so V za s 
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an 8 = M0 4 M0 + LO) M C7 5 0 + 
+ mal aE tet- EM (E) dE al n (a + 
+ 140) N (a) de = L()| M(—=,0) N (— 7) + 
zÄ Mana n(at m y= a — 1) N (a) da |+ 
+È noa a+ YE M (8,0) N(— a+ 
A ima 10M parla” ses 
E ra N (a) de = L (0) EAR Lipă n (E + 


error (les 
mt — Er) M (E para sta my a a) N (a) da = 
-L0P(c-24V Lach ME +. 0—E—")M(5,0) (— )dE4- 
ch mal ari] Menaf s 
tm a Nat = Lp) 10V. "ier 
tat Dr Gora Menaf «c 
toya) N (ade jaz =10 P(- 24V. Gah. n (E + 


+78 — E —r)P(ă)d6= < L (B), P (B)> = 
= < L (P), H (B, «) N (a) >>. 


Relatia (41) este astfel demonstratá. 
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Considerăm ecuaţia 
p (8) — à < q (5), Kı (0,8) > = x (s) 
şi căutăm soluţia ei sub forma 


e (s) Ey X o, (s). 
Se capătă 
Qo (s) — x (8), Qi (8) ^ < Pi—1 (ol, K, (o, 8) >. 


De aici rezultă că dacă | K, | e suficient de mic, seria este uniform 
si absolut convergentă pentru ìà = 1. 
Avem 


pa (8) = < x (5), Kı (5,8) >, q, (8) = < x (0), K, (6, 8) > 
unde 


K,(a,8) = < Ki, (a, 0), Kı (0, 8) >. 
Într-adevăr, 
pi+a(8) = < q, (o), Kı (0,8) > = << x (a), E, (a, 0) >, K, (6, 8) > = 
= <% (a), < K, (a, o), Kı (o, 8) > = «x (9), Kızı (9, 8) >. 
Notind 
T (œ, s) = y K, (a, 8), 
1 
deducem cá soluția ecuaţiei 


l ẹ (s) — < ẹ (0), K (o, 8) > =x (8) 
se scrie 
9 (s) = x (s) + < x (0), P (0,8) >. 
Considerăm acum ecuația 
p (8) — à < K; (8, a), 9 (a) > =% (s) 
gi cáutám solutia sub forma 


9 (s) = Y X o (8). 
i-0 
Obtinem 
ER (s) —X (s), 9; (s) = < K, (8, 9), pi-a (a) >. 
Ca mai sus se deduce cá seria e uniform si absolut convergentá pentru 
A — 1 dacá | K,| e suficient de mic. De asemenea 
gı ($) = < K,(s, x), x (a) >, 9i (s) =< K, (s, al, x (x) >, 
unde 
K, (8, a) = < K; (8,0), Ki (o, a) >. 
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Intr-adevár, 
Pura (8) = < K, (8, a), & (x) > = < K, (3, a), «K, (u, B, x (B >> = 
= << K, (s, a), K, (4,8) ,x (B) =<XKis1(8,B), x (B) - 
Rezultă cá soluţia ecuaţiei 
$ (8) — < XK, (s, a), p (a) > =% (8) 


e datá de 
9 (8) = X (8) Geh ses d (8, a), X («) > 

unde 

T (s, a) = Y, K, (s, a). 

1 

Dovedim cá 

K, (s, a) em K, (s, a). 
Avem 


K, (8, a) = < K, (8,0), K (0, a) > = K,(s, a). 
Presupunem egalitatea adevărată pentru j<l. Atunci 
K, (8, a) = < K,.,(5, B), Ki (B, a) > = XK, (8, a) =< Ki(s, B), K,_1(B,a)>= 
= < K, (s, B), Ki (B, a) > 
Kun (8, a) = < K, (s, B, Kı (B, a) > = 
= <<K (8,1), Km (Y,B)>,K1(B,a)> = —Kqis,y) Kia (y,b) (Baal > = 


= < K, (8, Y), K (y, a) > = < K, (s, y), K, (y, «)> = Kia (s, ol, 
Rezultá de aici 
T (s, a) = T (8, a). 


Deoarece X (w +8, a + 7) este uniform continuă in — t Læ <0, 
— T<8 <0, putem scrie 


X (o + 8, a + 7) = 9, a, («) b, (s) + K, (o, 8), 


unde a, («) sînt vectori coloană, b, (s) vectori linie, (a,) si (b,) sint formate 
din vectori liniar independenţi, iar |K, | poate fi luat oricît de mic. Ecuația 
(40) se scrie 
p(8)= < ẹ (0) X (ù +8,0 +7)> +F (s8), 
deci 
p (8) = < ẹ (0), Y a, (c) b. (s) + Kı (0,8) > +F (s) 
k 
sau 


p (8)— < ẹ (0), Kı (0,8) > = M « 9 (0), a, (c) — b, (s) +F (s). 
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Notăm 


p (8) — < q (0), K1(o, 8) — = x(8); 
obținem 


p(8) —x(s) + <x (0), I (0, 8) >, 
de unde deducem pentru y ecuatia 
x (8) = Y <x (0) + < xy (a), T (a, 0) >, a (5) > b, (s) +F (s) 
sau 
X (s) = H {< x(0), (6) > + « x (x), <T(u, o), a (6)> > } b, (S) P (s). () 
Notind 
a, (a) + <T (x, 0), @ (o) > = 4, (x) 
obtinem 
x (8) = Y < x (0), 4, (c) > b, (s) + F (s). 
De aici deducem 
x (8) — F (s) =Y X b, (s), 


si inlocuind in ecuatia (*) obtinem 
SD, (8) = Y < X sb (0), d, (s) > 5, (8) + Y <F (5) d, (5) > b, (s) 
k k j k 


de unde 
Ar = y Yu t fis Yu = Da (0), d, (5) >, 
j 
„= «fF(s).,8,(o) >. (42) 
Sistemul (42) are solutii dacá gi numai dacá 
V fi Ur = 0 (43) 
k 


pentru toate soluțiile sistemului 
Ux = y Yir Ha, (44) 
j 


Deoarece (42) este echivalent cu ecuaţia in x (s) iar aceasta e echivalentă, 
cu (40), rezultă că (43) reprezintă condiţia necesară şi suficientă pentru 
ca (40) să aibă soluţii, deci pentru ca sistemul (16) să aibă soluţii periodice. 
Ecuația (39) se scrie 


9 (s) = «X (o + 0,8 + 7), P(0)>, 
deci M " 
9 (8) = < Y a, (8) b, (5) + K, (s, 0), 9 (o) >, 
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sau 
9 (8) — « K,(s, o), 9 (6) > = A a, (8) < b, (6), 9 (6) >. 
Punem 
p (2) — < K, (8, 0), p (5) > =X (8) 
gi obtinem 


g (8) =X% (8) + «T (8, a) (a) >, 
de unde deducem pentru X (s) ecuatia 
X (s) = Y a, (8) < b, (0), X (o) - < T (o, a), q (a) >>= 
k 


= Y a, (8) {< b, (o), X (o) > + << b, (e), T (5, a) >, 7 (a) >) = 


= y a, (s) < b, (a), x (x) 5, 
k 
unde 
b (a) = b, (a) + < b, (5), P (o, a) >. 
Rezultá 
X (8) = Y, Ga 4 (8) 
k 
gi înlocuind 
Y Hr 4 (8) = Y a, (8) < br (a), y; w; a (x) >, 
k k j 
deci 
Uy = Y Yu Ui 
j 
unde 
Yu = < b, (a), a; (a) >. 
Avem Yi = Ya- Într-adevăr, 
Yu = < b, (x) + < b, (c), T (5, 2) >, q (a) > = «b (0), a; (a) > + 
+ < b, (0), < T (05, 39), a, (a) > > 
Yi = < b, (5), a, (c) > = < b, (5), a, (o) + < T (0, a), a; (x) > >= 
= < b, (5), a,(5) > + «b (o), < T (5, a), a; (a) >>. 
Rezultă că dacă u, verifică sistemul (44), atunci 


9 (s) = X(s) + <I (s, a), X (a) >, 
unde 


x(a) = Y ty a (x) 
verifică ecuaţia (39) şi reciproc. 


382 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE 
Mai departe, 
3. Ur = 2 u < F (0), 4, (c) > = Y uz « F (0), a, (c) + 
+ < TI (o, a), a, (a) >> = <F (o), 2, Us 4 (c) > + 
+ <Y (5), <T (o, a), H pz A (a) >> = <F (0), 7 (0) > + 


+ <F (5), < T (6, a), X (0) >> = < F (0), p (5) >. 
Rezultá de aici cá (43) se scrie 


< F (5), p (0) > = 0, 
pentru toate solutiile ecuatiei (39). Avem 


<P (9, $6)» =È f(0X (0, da F(— 2) + 
0 w+ 8 0 
ch (Ç rox cenas ais trp- a paz 
Dar ` ` 
9 (s) = V (s + e +7) 


si avem succesiv 


<F (s), % (s) > =È 0X (o, x) day (ei + 


ch roze +p ada jan B-E opea = 
= (roz (6, a) p(o) da + C roz (sk 
+8, 0) da) as («8-5 + o) Y (E) d£ =| FZ (o, x) 9 (e) da + 


E 
o 


ere zu se B, 2) de ETA T E + 0) $ (E) 08] ias 


nd? (en, «) y (o) +( 2 (y, a) d, C n (E, y — E) y (E) az SEN 
Tinind seama de formula (38) deducem în definitiv că 


< F (o), 9 (c) > mi ry («) da, 
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unde y este solutia periodicá a sistemului (37) determinatá de functia 
inițială y. Am obţinut astfel următoarea teoremă: 

TEOREMA 4.19'. Sistemele (17) şi (37) au acelaşi număr (finit) de 
soluţii periodice de perioadă w liniar independente. Condiţia necesară si 
suficientă ca sistemul (16) să admită soluții periodice de perioadă ou este ca 


L f (a) y (a) da = 0 pentru toate soluțiile periodice y (a), de perioadă o 
0 


ale sistemului (37). 


89. TEORIA STABILITĂȚII SISTEMELOR LINIARE PERIODICE CU INTIRZIERE 


Ne propunem sá studiem problema stabilitátii solutiei banale pentru 
sistemul (17) în cazul cînd matricea att, s) este periodică in t cu perioadă 
Q2 T. 

Fie 2 (t, to; p) soluţia sistemului (17) definită pentru t > (,—7 care 
pe [to — 7, t] coincide cu q. Din cauza  periodicitátii sistemului, 
c (t-- o, t, p) va fi de asemenea soluţie. Notám Ut: operatorul definit de 


Ui, p — a(t +8 — totos 9) tp — * « 8 X lo. 
Avem 
Ui 9—9 
gi 
s(t + € +8 — tg, tj, e) = Du, elo +8, tos 9) = Uu, Uncon P3 
deci 
Uico 4, = Uu, Usos. 


Fie 
No <t—t, <(N + 1)o, 
deci 
(zb Nett, 0<t<o. 
Avem 


Utt, =U ntt + Not = Ut : Ut, cot 
Pe baza inegalitátii (3) rezultá 
| Une tll < Mo, 
unde M, este o constantă care depinde numai de funcţia y. Prin urmare 


ID. le MONTO, + 0.01 - 
Rezultá de aici 
¡alt tos e) | C MOR an Moll, 


deci proprietăţile de stabilitate vor depinde numai de comportarea siruJui 


| Ur, +0, to ||. Dacă există M > 0 astfel ea pentru orice N natural si 
orice t > 0 să avem 


[US + cost IS AM, 
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solutia banalá a sistemului (17) este uniform stabilá. Dacá existá k > 0 
gi e > 0 astfel încît pentru orice N natural gi orice tp > 0 sá avem 


| Us ronl <k(1—e", 


va rezulta stabilitatea asimptotică uniformă. 

După cum am mai văzut, operatorul Us, at este compact, dacă w > 7 
(am arătat acest lucru în cazul t = 0, dar demonstraţia e aceeași şi în 
cazul general). Pentru orice operator U, valorile A cu |i|> |U| nu 
se află în spectru, deci pentru orice A din spectru avem | à| <|U|, deci 
(AN |< IU” || gi din ¡UY || < M rezultă | à |Y < M pentru N =1,2,...,N,... 
ceea ce implică |? | < 1. Rezultă că dacă || UY ||<<M, atunci spectrul lui 
U se află în cercul unitate. Notind cu o(U) spectrul operatorului U, fie 
c(U) = cU Sa unde o, este în |A| < 1 iar c, pe| ^| =1. Dacă U este com- 
pact, atunci c, şi c, sînt separate şi c, este finită. Spaţiul € pe care este 
dat U se descompune în sumă directă Æ = X, «p X, gi corespunzător 
U = U, 8 U,, astfel ca c(U,) = c1, c(U,) = oa. Rezultă UY = U7 Q U7 
si dacă ||U*|| <M, atunci [UF || < M. 

Deoarece U, nu are originea în spectru, rezultă cá Y, este de dimen- 
siune finită, deci U, poate fi reprezentat printr-o matrice. Dacă || UF || <M, 
valorile proprii ale acestei matrici fiind situate pe cercul unitate, trebuie 
să aibă divizori elementari simpli. 

Prin urmare, dacă U e compact si || UN|.x M pentru orice N natural, 
spectrul său este în cercul |A| «1 iar valorilor proprii situate pe | A| —1 
le corespund divizori elementari simpli. Reciproc, dacă spectrul opera- 
torului compact U se află în cercul |A| < 1 iar valorile proprii de pe 
[A] = au divizori elementari simpli, rezultă U = U, € U,, UJI <M 
şi c(U,) situat în cercul | à| < Dar pentru orice operator avem relația 

1 


sup [c(U)| —lim| Dain: ` 
dacă operatorul e compact, atunci sup |c(U)| e atinsă pentru o valoare 
proprie, căci singurul punct de acumulare al spectrului e origina. Rezultă 
că dacă c(U,) e în cercul | à| < 1, atunci sup| s(U,)| < 1, deci 


1 
lim 07" 2 « « 1. 


f- 90 


De aici deducem că pentru n suficient de mare 
[Ur | <(1—ey, 
ceea ce aratá cá pentru orice N natural avem 
| UT || < k(1 — elt, 


În definitiv | UN|| rezultă mărginită. Am arătat astfel că dacă U e 
compact, necesar şi suficient pentru ca|| UX | <M pentru orice N natural 
este ca spectrul său să se afle în cercul |A| < 1 iar valorilor proprii de 
pe | à| =1 să le corespundă divizori elementari simpli. Vom aplica 
acest rezultat general operatorului Us +o. t. 
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DEFINIȚIE. Valorile proprii ale operatorului Date se numesc 
multiplicatorii sistemului. 

Pentru a justifica această definiţie să arătăm că dacă p este un multi- 
plicator, există o soluţie a sistemului (17) pentru care 


s(t + e) = p z(t). 
Într-adevăr, fie p o funcție proprie corespunzătoare lui p; avem 


Unto. to 9 = P9; 
deci 


Utto, to 9 = Ui, Unto. to P — Uu, 9 
sau 


q(t-4- € 4-8 — ts to, 9) =P v(t--8— t to, 9). 


Pentru s = t, obţinem 


x(t + 0, to, 9) — ex (t, to,p). 
Reciproc, dacă există o soluţie de forma x(t, (4,9), cu proprietatea 


zU - o; to, e) = ex (t, to,p), 
atunci p este valoare proprie a lui U.,.+«.:,. 
Într-adevăr, egalitatea scrisă devine pentru 414 e « 8 « to, 


x(s + o, to, p) = po 
deci 


Uo. lo P — ee 
şi p e valoare proprie a lui Un+o. -Se vede imediat cá dacă notăm 
A=— Ing, soluţia z(t) cu proprietatea x(t + œw) = px(t) are structura 
€) 


c(t) = e^ u(t) cu u(t) periodică de perioadă œw. Într-adevăr, u(t + œ) = 
= 49 m(t + w) =e e pa(t) = e * x(t) = u (t). 

În concluzie putem formula următorul rezultat : 

TEOREMA 4.21. Dacă soluția banală a sistemului (17) este uniform 
stabilă, multiplicatorii sistemului se află pentru orice ty în cercul |z| < 1, 
celor de pe cercul |2| =1 corespunzindu-le divizori elementari simpli. Dacă 
soluția banală a sistemului (i7) este uniform asimptotic stabilă, există 
e > 0 astfel ca pentru orice t, multiplicatorii sistemului să se afle în |z| <l—e. 
Dacă există e > 0 astfel încât pentru orice tọ multiplicatorii sistemului 
să se afle în cercul |z| < 1 — s, atunci solutia banală a sistemului este 
uniform asimptotic stabilă. Dacă multiplicatorii sistemului se află în cercul 
2| <i, celor de pe cercul |z| = 1 corespunzindu-le divizori elementari 
simpli, soluţia banală a sistemului (17) este stabilă. 
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Considerăm sistemul (16) cu f(t) = e^ g(t) şi căutăm condiţii care 
asigură că el admite soluţii de forma e^ h (t) , g şi h fiind periodice de peri- 
oadă «o. Punînd g(t) =e* h(t) avem 


Xe" kt --e* à() — era A( 4-8) d, m(ts) + et g(t) 


— 


deci 


h= — M0 7 hle s) eds (ts) + (0) 


wir 


sau 
h =È net dom (65) +9(0, 


unde y, are aceleaşi proprietăţi ca gi y. Rezultă că necesar gi suficient 
pentru ca oricare ar fi g periodică de perioadă vw, sistemul (16) cu 
f(t)=e* g(t)sá aibă soluţii de forma e” h(t) este ca sistemul în A 
să admită soluţii periodice de perioadă « pentru orice g periodică de peri- 
oadă w, deci, conform teoremei 4.16, ca sistemul 


0 
h = h (t +8) dem (ts 8) 
să nu admită soluţii periodice de perioadă «o, diferite de cea banală. 
Aceasta este echivalent cu a cere ca multiplicatorii sistemului de mai 
sus să fie diferiți de 1. Dar aceşti multiplicatori se obţin din cei ai siste- 
mului (17) prin înmulţirea cu e" "e. Într-adevăr, fie 
zi + e) = ez(t); 

rezultă 

etto h(t+ 0) = pe^ h(t), 
deci 

e^o» h(t + œw) = ph (t), 


h (t + o) =e7™ ph (t). 
Reciproc, dacă 
h(t + œo) =p: h(t), 
avem 
€ (t + o) =e h(t + o) = ete^ p h(t) = e" p, h(t), 
deci 
pe^, p e" p. 

Tinind seama de aceasta, condiţia ca sistemul (16) cu f(t) — e^ g(t) 
să admită, oricare ar fi g(t) periodică de perioadă «c, soluţii de forma 
ei h(t), cu h(t) periodică de perioadă w este echivalentă cu cererea ca 
e? sá nu fie multiplieator al sistemului (17). 

TEOREMA 4.22. Dacă pentru orice g(t) periodică, de perioadă w 
și pentru orice A cu |e'*|>1 sistemul (16) cu f(t) —e* g(t) admite o 
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soluţie de forma ei h(t), cu h(t) periodică de perioadă ou, solutia banală a 
sistemului (17) este asimptotic stabilă. 

ntr-adevăr, dacă e îndeplinită condiţia din enunţ rezultă că numerele 
ee cu |e*|>1 nu sînt multiplicatori ai sistemului (17) deci multiplica- 
torii sistemului (17) se află în cercul | 2| < 1 şi concluzia rezultă din teo- 
rema 4.20. 


Să observăm că teorema 4.21 este de acelaşi tip cu 4.15. 


8 10. STABILITATEA SISTEMELOR LINIARE PERIODICE CU INTIRZIERE MICĂ 


Pentru a înţelege mai bine semnificaţia rezultatelor care urmează 
vom presupune că sistemul (17) are forma 


0 
em ei A+A att + s)d, m (t, $), (45) 
unde A(t) este continuă şi periodică în t, iar yn, are aceleaşi proprietăți ca v 
in (17). Fie Y(«,t) o matrice care verifică pentru « < t ecuaţia 


Y (2,0) 3 En(@, a — 8 —A(8)] Y(8,1) a8 H (46) 


şi astfel încît Y(«,t) = 0 pentru a > t, Y(t,t) = E. 

Ecuația (46) este de acelagi tip cu (19) gi rămîn valabile proprietă- 
tile de existență, unicitate gi regularitate formulate relativ la soluțiile 
ecuaţiei (19). Avem 


E (97 (99d giel A(a) Y(a, däer) N 


t 
o — 


z (o.--5) d, n (a, 5) |Z (otda 
de unde, integrînd prin părţi, 


s(t) EI, 0 — giel Y (s, 1) A s(a) de Y (at) = 


Lei 


Lei 


Se (a) de am Y (B, t) dB + | 


«0 


2 (s) d m(o,s—a) Y (a, t)da + 


—90 


+ | æ (s) di Ta (68 — a) Y (a,t) da. 


vO 


Rezultă 
x(t) = (0) Y (c, t) + V x (8) d nı (6, s — a) Y (a, tida + 


e —90 e 


H s. [Y t N+ Du — 9 — 4 (1 Y (8, pași 
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gi tinind seama de (46) 


z(t) =0 (0) Y (s, t) +A «(a m (0,8 — a) Y (at) da. 


(ej t 
a ——90 O 


Dacă X (1,0) este o matrice ale cărei linii verifică sistemul (45) şi 
condiţiile X (0,0) = E, X(t,0) = 0 pentru t < o, avem 
X (t, 0) = Y (o, t). 
Putem serie deci formula, corespunzátoare formulei (18), 


ai = a(0) X (t, el + Y 


— GO Le] 


t 
x (8) d mía, 3 — 0) X (a) da. (47) 
Tinind seama de proprietăţile matricii au, formula (47) se poate scrie 


p (s) di 


to 


to Lok 


g (t, to, 9) = ei) (6) + los — al X (t, a) da 


lo—T 


de unde rezultă 
U; o = Gil X (t4- 8 — to, to) + 


d p(B) ol mla B — a) X (t - 8 — to, a) da 


deci 
Uo. t, = (to) X (o +8, to) + 


to to 

e omal mat pa) Elots atda 458) 
elle ty—7 

Definim operatia 

to 


< 9, Y > = ($t —2 | 


to 


dE mE uq Bei (E) dt 


lo—T to—T 


(funcţiile oeh sint definite pe [to — 7, to] ṣi înmulțirea matricialá este ad- 
misă). Pentru această operație are loc relația (41) care se demonstrează 
exact cu aceleasi calcule ca în cazul t =0. Operatorul Ui, +o, t, se poate scrie 


Utto. to 9 ze <e(5), X(o Se 8, o ger ^ 
LEMA 1. Spectrul operatorului < q(c), M(o,s) > se află în cercul 


Iz| «M(14-«V), unde M =sup| M(o,s), V>V(!), 


0.8 € [to—.tol 


VO Vi). 


Demonstraţie. Soluţia ecuaţiei 
p(s)=12< (5), M (5, s) > +X(s) 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 389 


poate fi cáutatá sub forma 


p(s)= Y * qi (s). 

$=0 

Se capătă 

Pols) = X (sS), v; (s) = < p;-a(6), M(o,s)>.. 
Fie M; = sup |q;(s)|. Rezultă 
to ta 
le (8) 1< My M+M V È mlatar, Ba) M (a, s) da. 

v lg— T 


B=t¿—7 
Dar 


to 


V |; m (æ +T, B — « — 1) M (a, 8) de = sup y || mcs, Bio — 


B =8¿—7 to—7 tg—7 


— a — 1) M (oa da — mila +7, B; — a —7) M (a, s)da | = 


to 

= Sup Y | | [na (atr, Bir —a0— 7) — n (x+ 7, B;—a—r)] M (a, s) da | < 
j a lg—1T 
to 

«ar sup Y [m (a+, Bia1—«—7)— m («4- 7, B,— a —7) | da< Mr V. 

lg—t j 

Rezultá 

| 6; (5) | Mj, M (1 +V), 
deci 


M,<M,-,(1 +7 Y) 
gi prin inductie 
M: <M’ (1+-V)Y sup] Ciel, 
De aici rezultă că seria Ze, este uniform şi absolut convergentă 


pentru | à| < — De deci dacă || < — — , ecuaţia considerată 
M (1 4- «V) M (1+-V) 
are soluţie unică pentru orice y, deci operatorul (I— AU), unde 


1 
Up= el, Hie, s)> , admite un invers pentru |A| < ——————- ;rezultá cá 
p=<eq(0),M(0,8)>, p N< M bv)? 
pentru lei .M (1 + ^V), operatorul o 7 — U are invers, deci spectrul operato- 
rului U este in cercul |z| <M (1 4- «V) si lema e demonstrată. 
LEMA 2. Fie cg, CL, oy spectrele operatorilor <q (o), K (o, 8) >, 
« (c), L (c, 8)>, «o(c), M(o,s)> ; dacă avem K (a, s) = L(o,8) + 
+M (a, s) $$ dacă<L(a,s), M (o, s)> = 0 atunci og = c; Uoy. 


Demonstraţie. Fie X astfel incit — € c; există q(s) neidentie nul, 


astfel încît 9 (s) = A«—9(o), L(6,8)>. Avem o(s) — A«9(o), K(o,8)— = 


390 TEORIA CALITATIVĂ A ECUATIILOR DIFERENŢIALE 


=0 (s)—1<0 (5), L(o, 8) > —1<oq(5), M(o, s) =—1<0 (5), M(o, s) + 
+ OAX*« (a) E(a,0) >, M (o, s)> = 
=—A < o(oc)—A-«9(«), L (a,0)>,M (o,8) = 0. 
Rezultá cá ecuatia 
p(s) — à «o(o), K (0,8)> =0 


. : : y 2 
are solutie neidentic nulá, DRM. € og ; aşadar o, C og. 


Fie A astfel încît E € cy; există f (s) neidentic nulă astfel ca 
f(s) =à < flo), M(o,s) . 
zo 1 1 T 
Da € oer, atunci, conform celor de mai sus FS Ecg. Dacă Pa c, există 


p (8) astfel ca 


p (8) = 4 <ẹọ (0), L (o, 8) > +f (s). 
Atunci 


9 ($) —4 « 9 (c), K (o, 8)> — (8) —X « e(o), L(o, 8)> —*« (c), M (c, 8)> = 
—f(8)—31«9(c), M (o, 8) 4- 3? << o (a), L(a, 0) 2, M (o,5) > = 
= f (s)— A <ọ (o)— A < ọ (a), L (a, 0)>, M (o,8) 5 = 
= f (8) — à < f (c)M (c, 8) > =0 


deci e oy. Rezultă ou Cog deci c; UcuC ox. 
1 1 ; A 
Fie acum ES ECo,, x €Co,. Pentru orice X ecuația 


f (8) = 3«f(c), M (o, s) > + X (s) 
are solutie f(s); pentru acest f, ecuatia 
p (8) =< pọ (0), L (o, 8) > +$f(s) 


are soluţie o. 
Avem 


p(8)—A<q(0), K(6,8)> =e(8)—A<e(0), L(o, 8)> —A<q(0), M (5,8)> = 
= f(8)—A « e(o), M (c, 8)> + <<q (a), L (a, 5)>, M (6,8)> = 
=f (s)— A < ọ(0)— a <ep(o),L(o, 6) >, M (0, 8) > = 
= f (8) — à < f (c), M (0, 8) > =X (8) 
deci pentru orice y ecuația 
e (s) — 1 < ọ (0), K (5,8) > = X (8) 
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are solutie, ceea ce aratá cá > €Co,. Rezultă Co, U Co, CCo, deci 


CLU Oy D oy. În definitiv o, U o, = cg şi lema e demonstrată. 
Avem, pe baza formulei de integrare prin părți (o > a"), 


X (t,x) Y (t, t) — X (co, a) Y(o,t) = ( X (a, a) d, Y (a, t) + 


« a E020 | Y (da — V X (s ajda Y (9,1) 4-V X (a, a) A (a) + 
O da . O 8 
+ V X (« 4-8, Au m (a, 2)) Y (9,1) da sé X (o, a") de Y (a, t) — 


- xen dela (B) Y (8, t) ag + Uu X (y, a) dy m (a, Y — 


'— ao 


-2 [Y (0042 =| xe nx (a, 9—| 4 Y (B, t) ap| + 


«0 


[o] t t : 
ch xoa nis —2) Y (ds + | X(52)4À m (a, y — 


e —00 vY 


— 0) Y (4,0) da =È xta | Z (ot) + È [m (8, = — e) — 


-4( Y (B,t) ag | + y 


— 90 


t 
X (y, a) d m (æy — a) Y (a, t) da = 


= Y X (y,«') d, ( mn (ayy — a) Y (a, t) da. 


.'—90 [e] 


Rezultá 
o t 
Ziel = X (o,«') X (to) + | X (y, &)à Ay m (ey — a) Y (t) da. 


—QO e O0 


De aici 
X(w +8, « +r) — X (o,« +7) X(o + 8,0) + 


c 0+8 
HV ox «nal ml — E) Y(E,o + 8) dE. 


Avem i, —T<a< to, to — Tt «8 SC to, deci 
we x d v x«t, t, obt 0-4-8x« o +t- 


Condiţia o7« + t este sigur verificată dacă o > t, +7; condiţia 
w + s > c este sigur verificată dacă o + to — T> ty +r Si 6 — ty +r. 
Vom presupune deci o > 27 gi vom lua o = t, + T. 
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Obtinem formula 


X(o-4-8,« 4-1) — X(ty +70 +7) X (0 +8, to +7) + 


(gt o 1-8 
ch Ze ară mE, v— 9 Y(& o +8) dt. 


ai vlot+T 


Pentru y < tp, E > ty + ravemy—ES—r gi deci », (€, y — &) = 0, 
deci formula poate fi scrisá 


Xlo +s, a0+7)=X (tl. +r, a+r) Xlo +8, ty +7)+ 


Sc V zm « crx) a m Y — E) Y(& o 4 s) de. (49) 


le elg t T 
LEMA 3. Fie 
E(a,s) = X (to +r, « +7) X (0 + 8.t +7), 
AT wW +s 
Mis ai =| Xi «8| mE v— EEEo tsat. 


ula lg tT 


Avem relaţia 
< L(«,0), M(o, $) > =0. 
Demonstratie. Pe baza formulei (49) avem 
X(0 +8 0a +7) =L (0,8) + M(a, 8) 
deci 
< L(«,c), M (6, s)> = < L(a, 0), X (0 + 8,0 + 7) — L(o,s) > = 
= < L(a,0), X(o +8, o +7)> — < L(e, o), L(o, 8) >. 
Avem deci de dovedit relatia 


< L(a), X(o + 8,0 +7)> = <L(a, 0), L(o, 8)> . 
Avem 


<L(0,0), X (0 +8, o +7)> = L(a, tj) X(o +8, to) + 


«v L(a, à, V mi +3 y—¿—T)X(0 +s, č Leid = 


a lo—7 slg — t 


+ C 


a (9—7T 


= X (t 4-7,« 4- 7)X (0 + lo, tj + TX (o + 8, to) + 
to 
X (to tratr) X(o + iată mEt Y- 


SW: 

STEE EE EEGEN hr aho) Xt $ 
to to 

+a ttost) th Ziaiahiadähl mE 
lg— t T 


+TY1—E-—T)X(0+8, +r) az}. 


e 
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Pe de altá parte, 
to 


< L(s, o) Escale = Lia t) Din 94V La nal” mt 


+r, Y—&—«) L(£, s) dë = X (t +7, a+ 7) X (fo + 0, to + 
+r) X (ty +T, i) (o +s, wtth X (ty +r, a+r) Xlo + 


eto— T 


to 
+ Y, to +1) de më ELE el ZE (+ 78+7)X(0+8,t + 
«lo—T 


+ 7)dE=Ă(-+r+r, atăt o Lei X (ty + 7, to) + 


to 


£C Zotta mers r-E-OX( SEE 


elo- T «bo 
+ 7) ag X (a + 8, to +7). 
Vom dovedi relatia 


X (to + 9, ty - 7) X (o +s, to) +A 


ay t 


to to 


X(o+tt +0 mis + 


tq—T 


Tuy — E— 5) X (o +s E+?) az = | $354 9X (6 d x6) 


ch Zloty titod( meta E) X lt + 


i= dy 
+r, E Lei a£ (ora to - 1). 


Dar, pe baza formulei (49), avem 
Xlo +s, ¿+ 7T)=X (+7 EE X(o +s, ty +7) + 


lo+T 048 
AI na mt Dora. 
« bo elott 
Relația de dovedit devine 
A to 
Xli +o tt) Xlo teil th X(d nS naÀ mEt 
eto—T ul 7 


to 


S. ro BE A (to +7, E +T) X (o +s, to + 7T) de. 
stin al xe E+ 


to to 
+ | Xe sc 
lo—T el 
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+00 m8) Y 0 atat | + 0,4 + 
e fett 


to to 
Lei EI +r, vu") X (e + y, to + 17) di ml HT Y— 
lo—T 


eto- T 
— & — v) X(ty +7, Eta ag ét + 8, to + 7). 
Rámine astfel de dovedit relatia 
to to lo t 
C XGA wäiss i-o Es 
to— T « lg 


a (9— 1 


is oh ` n En dl EE ae 


yt t 
+ gd La b) X (o ta +t) — X (o ts, dl 
Vom nota 


Ps) = x(t o ch alt, B— t) EI o +8) dt. 


X(o-m&n4 lo m+s y— E- t) F(E, s) dë = 


lg— T elg — 1 


D pa EEE EE si E pa Ale s) dE = 


e Lee X(o+E+7+B, +7) domlo + ë+ 


et—T tg — E är 
to ig- $— 1 
dus 9 je, a£-| IM E E TE d: 
JA 
Mi AN > (|. X(o4 E-F*- B, t + rdan (o + 
FEES) [PG )àz A "H TEE EE E 
fer 


perro rit oat -f | ag (oce bem ee) —X (o Es 


-346 2r 025. IN Stein tt d GR y- 
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e ¿0 | s) d£ — X(o + t +7, to +7) F(t ai —X(o + 
X (o + £ +T, tj +7)dF (£, s) — 


te 
Hoy tot) F (tr, 8) — | 
lo+T 
Ñ X (o +Y t + 
to 


tg—T 
ej le—1t 


e X (o FE +A (EH) P (5845 


ty —T 


T7)d4m(5--7,y—&—3:)|F(5,s) d£ =X (0 + ty +7 to + 


tg+7T Q--8 
za Imota) (BY os) aC X (S 
to e fott 
ett GN 
te&tel Zis) m B- O FE, o +s) at — 
«lo elott 


ei Xlo t Etm ttr) dF (Es) H Zietttsabki 


, to—T 
Cha to d? 
X (o + Y, to +7) di m(S tm Y 


e! tg—T 


CS 
— £ — 1) F(E, s) d£ = — X (h + o, to + 1) [X (o +8, tp) — X ( + 


Gett 
+T Zotta)” Xlo + yt + D) d — 1, 8) — 


to 
TE? tot t 
E X (o +14 t) AF, 0) dy h X (o + y, to + 
to «to 
le 
+1) af m(E len E — x) F(E 8) dE = X (t + o, to +r EI + 


tq 


Lekt 
+3t)X(0+84+7)-X(0+8, MA X (o + Y, to + 


to 


+) de [Py si") m(E +r, y—E—«) F(E, s) d£ — 


to 
-V 40 P(B- s, sag |. 
vY 
Pentru a termina demonstrația lemei rămîne de arătat că ultima 
integrală e nulă. Vom dovedi pentru aceasta că 


Um rm IRE 


to—T 


F (y — 7,8) +A 
A (B)P (8 — 8) 48 Giel 
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nu depinde de y. Avem 
lo+T W-+8 
ois, d x( nal n B 0 YE, or s) ag — 
«to y HT 


VOX E) af "m, B— 0) Y (6 o 4- s) at |az + 


to lot 
to to T os 
mr rol xa ¿+ mal aee- 
^ ig—t . to vio t 
tod- t o s 
-0 Y o tatar =ò] xta ne 0Y(o-)at— 


ot T 


fakt to W+ s 
-( Cao xe aja app D Yo tsat 
to e Y » lo T 
lot T lo w+ 8 
cW nies y E E pE + naja win: 
vto e by—T e fott 
A aen 


teye) F(E toat anl app 0Y( osat. 
elg t 
Pe baza formulei (46) rezultá 


p B 
HEH AOE path mbr 9 YE, pag = E + 


MUS 
vC ac xa gat-( after li Bat Bt 
+a xi age AE Y (5,8) dé — 


-È mE sr-E- YE +r pag 
a lo—T 


deci 
70 arbe m4 1-50 Y (64, Bat = 


=| A(E) EIS, B) d£ + E. 
lo 
Prin urmare 

B 


Grs) [2 + | A(E) Y (&B) d£ 


aV n B— č) Y(CG,o-4- s)dZ 
to t 


nu depinde de y. Lema este demonstratá. 
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LEMA 4. Dacă L(o«,s) este ca în lema 3, spectrul operatorului 
< q(0),L (0,8) > coincide cu cel al matricii X (t, +7 +0, to +7). 
Demonstraţie. Formám ecuaţia 


ee(s) = < e(o), L (o, ) > =< (5), X (to +7,0 + T)Ă(o+s,lo+T)> = 
= < (oc), X (to +7r,0+7)>X(0 +8, t +7). 
Cáutám solutia ecuatiei sub forma 


«) = Lax(o ks +o) 
unde a este un vector linie, constant. Înlocuind în ecuaţie se capătă 
aX (o + 8, ty +7) m c A +7), X(t trto - 9) X(o-c 
+8, to +7), 


sau 
geb — <X (0 +o, fy +7) X (t +7,0+7)>]X (0 + 8, +7) =0. 


Fie p€o; ; atunci ecuaţia are soluţie şi această soluţie este de forma 
arătată; dacă det X (o + $, f, + 7) nu este identic nul, rezultă cá p e 
valoare proprie a matricii < X (o + o, t +7), X (to+Tr,o+T)>. 
Reciproc, fie p o valoare proprie a acestei matrici; atunci există a + 0 
care verifică ecuaţia 


a [pE — < X(o +o, to + 7), X (t + 7,0+7)>]=0, 
deci 


1 
p(s) — — aX (o + s, +7) 
x 
verifică ecuația 
ep(s) = <ẹọ (5), L(o,8) > . 


Dacă det X («e + s, t, + 7) nu este identic nul, o (s) nu poate fi identic 
nul, deci p€c,. Sá verificám cá det X (c + s, t, + 7) nu este identic nul. 
Din formula (47) deducem 


+7 Q8 
z(o + s) = a( +7) Xlo t stth sie mla o — 


to 
» to » att 


— «) X (0 + s,a)da. 


Dacă det X (e + 8, to + 7) = 0, există a + 0 astfel ca a X (o + st, + 7)= 
= 0. Rezultă că soluţia ecuaţiei (45) care verifică condiţiile æ (t) = 0 
pentru t < t < to + T, £ (ty + 7) = a este astfel încît x(w + s)=0 pentru 
to — T «8 « în, ceea ce ar atrage după sine faptul că e identic nulă peste 
tot unde e definitá, gi acest lucru e contradictoriu cáci a + 0. 
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Prin urmare, det X (w + s, to + 7) nu este identic nul şi c; coincide 
cu spectrul matricii <X(w + o, to + 7), X(to +7, o +7)>. 
Avem 


«X (o + o, ty + 7),X (to + 7,0 +7)>=1 (tito, to +7) X (f + 7, to) + 
t 


lo 
+ X (0 + y, uda 


0 
.«lg— t to 


mil +H rty — ¿> ")X (t + 7,8 Leid 
Folosind formula de integrare prin párti deducem 


lgt t 
| X (t 4- 6, to + 1) d, Y(t, ti +7) — X (tg 47 +0, to +7) Y (to +7, to +7) — 
e fo 


lg t 
— X (ty + 0, ty +7) Y (to, to + 1) — | KEIER Y (t, to + 


* to 


-- 2) di =X (ty tt +o, t d3- 3) — X (lo + 0, to 47) X (att to) — 
ot T lg 7 0 
—( xau en 40 Y (6, to + at | | X (t+ 0+s8,t, + 
* fg — ao 


SS 


+:)d,m(b9)] Y (t, t + 7) di = X (ty +7 + o, t +7)-—X (to + obt 


tp +7 
x) X (8 4- tl X (+ ot E) A (0 X (t t +.) dt — 
to 

lg t t 


-V X (ok if E) mu Y (t to + 1) åt — 


— Qo ato 


^b 


ett Lett 
BEDEELEGT 


. lg 


= X (to +7+00) to +7) — X (to + 0, to + 7) X (to +7 to) + 


lot t fot 
+| X(u +0, to +a A (t) Y (&, +=) dt— 
to 


«Y 


to tett 
-| X (o 9, t 4- dd, nı (t, u — t) Y (t, to +7) dt — 
t 


nm i y 
— X (o wu, t +") d, m (t, u—t) Y(t, t, + 7) dt. 
Rezultá 


tet t 
X (f +t +o, to tT) — X (to to, to +7) X(t, +7, to) + X (o + 
e lo 
tot T 
+u, to +) aj Y e», to +1) +| [n (t, u — t) — A (2]X (t, sa a 


u 
Ld 


+ C X (o ^ ut 4 3) à, Nn (E 7,4 — E — x) X (tot 75$ 4-2) dE. 


t 
ela- T te 
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Tinind seama de formula (46) rezultá 
X (ty Let 0, tg +T) — X (to + O, ty +7) X (to tT to) + 


"n. X (0 +u, to +a mE +r, u — E—«)X (t +7,8+m)d8= 


«197 T « fg— 1 
= < X (o +0, tt +7), X (t, +7, o +7)>. 


În defintiv o; coincide cu spectrul matricii X (t, +7 +0, t, +7). 
LEMA 5. Dacă «V e suficient de mic spectrul operatorului 
<o (6), M (c, gz, unde M e ca $n lema 3, se află în cercul |2|<1—e. 
Demonstraţie. Pe baza lemei 1 spectrul operatorului < p(5), M (o, s) 
se află în cercul | 2| z M (1-- V), M = sup |M (o, ail, 
6,5 C((9— T.l9] 


Avem 


Mio, s) = NW (y, a + 7) A m (& y —&)X (% +s, &) dě = 
to «lod T 
to 1- T tg +27 
=ù X mate dah mr EX (o +s, dt = 
« to , tott 
tott ig t 
SEELEN EEGEN 


lo e to 


Pe baza inegalitátii (3) deducem 
IX (o +s, BF) «ert 
|X (y, +7] cert, 
unde A = sup | A(t)|. Rezultă 


Mo <a VU m (BF r—B—X(o-5s B maps 


Y — fo «lo 
< tV ef tAitetz 


deci M «x «Ve"*9*?, Rezultă că spectrul operatorului considerat se 
află în cercul |z| < V (1 4- «V)e**4*?»,. Dacă «V este destul de mic 
pentru ea tV (1 + tV) e "+9o+n <1 — e, spectrul o, se află în cercul 
|z| <1—e. Lema este demonstrată. 

Putem acum demonstra teorema fundamentală relativă la stabi- 
litatea soluției banale pentru sistemul de forma (45). 

TEOREMA 4.23. Fie «V suficient de mic; dacă există C>0 astfel 
încât pentru orice L > 0 si orice n natural să avem |X"(to+ tT + o, to+T)|] « €, 
atunci soluția banală a sistemului (45) este uniform stabilă; dacă pentru 
orice (470 avem | X" (ty +T + o, b +7) |< k (1 — e), atunci soluția 
banală a sistemului (45) este uniform asimptotic stabilă; dacă 
X (to tt +o, to +7) are o valoare proprie în regiunea |2| > 1, soluţia 
banală a sistemului (45) este nestabilă. 
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Demonstraţie. Pe baza formulei (48) avem 
U i549 = < (0), X (w +8,0+7> 
lar din formula (49) deducem 
X (o +8 a +7)=L(0, 8) + M (a, 8). 
Din lema 3 rezultá 
< L (a, s), M (o, 8) = 0. 


Din lema 2 deducem că spectrul lui Uau, este egal cu c, U Sy. 
Din lema 4 rezultă eá c; coincide cu spectrul matricii X(t, + T + 0, tg + 7) 
iar din lema 5 rezultă, «V fiind suficient de mic, cá cy e n|2|<l—e. 
Dacá 


|X* (t +7 +0, to + 7) |< O, 


spectrul matricii X (t, + 7 + o, ty + 7) se află în cercul |z| < 1 gi va- 
lorilor proprii de pe |2| — 1 le corespund divizori elementari simpli; 
deducem că Dani = U, 8 U, cu c(U,) in |z| <1—e şi c(U,)—o,. 
De aiei, pe baza teoremei 4.20, rezultá stabilitatea uniformá. Dacá 


| X* (f Hr + 9, t - E x)] <k er 


rezultă c; situat in |z| <1 — e deci şi o (U,) situat in |z| < 1 — e şi 
stabilitatea asimptoticá uniformá rezultá din teorema 4. 20. Dacá 
X (t, +7 +0, t, +7) are o valoare proprie in | 2| > 1, rezultă că Un+o., 
are o asemenea valoare proprie şi instabilitatea rezultă din prima parte a 
teoremei 4.20. Teorema este demonstratá. 


Aplicaţie. 1° Sá considerăm ecuația scalară 
& (t) = a(t) x(t) + b(t) v (t — 7) 


unde a(t) si b(t) sînt funcţii continue periodice. x(t, ty + t) este soluţia 
sistemului determinată pentru t > to + t prin condiţiile x(t, t¿+7)=0 
pentru i, <t < to +7, E (ty + T, to + 7) — 1. Pentru to +T « t « t +2 
aceastá solutie este datá de sistemul | 


b(t) =a(t) a(t) æl tT, trol. 
Rezultă 


t 
a(s) ds 


E d ; to + T «Ux ty + 27. 
Pe intervalul t, + 27 < t « ty + 37, soluţia e dată de sistemul 


bt f¿+27 
a(s) ds a(s) ds 


d (t) =q (t) x (t) + b (t) d i T (to + 27, to + 7) SE bu 


SISTEME CU ARGUMENT INTIRZIAT 401 


Si aceastá solutie poate fi scrisá explicit. Procedeul continuá si 
conduce la formula explicită pentru z (ott + T, to + 7). Condiţia de 
stabilitate se scrie |z(« + to + 7, to + 7)|<1, iar de stabilitate asimp- 
toticá | z(o + to +7,t. +7)| <1—e. După cum se vede pentru 
+ sup | b (t)| suficient de mic problema stabilităţii pentru ecuaţia scalară 
considerată poate fi rezolvată pînă la capăt. 

2°. Să considerăm un sistem de forma 


4 (t) = [A(t) + € (0)] æ (t) + [B (t) + D(t)] æ (t — 7) (50) 


unde A, B, C, D, sînt matrici periodice cu perioadă w>r. 
Demonstrám că dacă soluția banală a sistemului 


b (t) = A (t) x (t) + B (t) æ (t — «) (51) 


este uniform asimptotic stabilă si 8 £(1€(0| + |D (t) |) dt este suficient 
0 


de mică, atunci soluția banală a sistemului (50) este de asemenea uniform 
asimptotic stabilă. 

Fie U;.:.;, operatorul atașat sistemului (50), Hat operatorul 
ataşat sistemului (51). Din cauza ipotezei făcute asupra sistemului (51), 
spectrul operatorului U;/.,;, se află în cercul |2| «1 — e (pe baza 
teoremei 4.20). Dar et UU at = orl cy: Şi deci or» gi o," se află în 
cercul |2|<1— e. Avem și o descompunere de forma o (U+. ) = or U ow. 
Rámine de dovedit că în ipoteza din enunț, or, diferă oricât de puţin 
de cy iar oy, diferă oricît de puţin de cm”; pentru aceasta e suficient 
să arătăm că în ipoteza din enunţ X’ (to +7 +0, ty + 7) diferă oricît 
de puţin de X” (t, + 7 +0, to +7) si că M’ diferă oricît de puţin de M". 

Pentru sistemele de forma consideratá avem 


M" (a, s) - Zi +8 $3) B(& E x)X" etchdk 


Ki 
tet t 
Ais d X'(o t s,E-- x) [B(E 4-5) 4- DEL DI a + at. 
le 
Operatorii corespunzátori se scriu 


< M" (o, 8), c (c) >" = M” (tj, — , 8) p (to) «v M"(&Ss)B(S + 


e la- T 


+7) (5) dí, 


< M'(s, 3), sielen AE el eil? V. M (S) EE sit DIS 
elo- T 


+=)]ẹ(&)d&. 
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Rezultá 
< M” (c, s), 9(o)—" — < M’ (o, 8), e(0)>" = [ M” (to — 7, $) — M' (tj — 


=r, Me) 1 UE) — MU, 8)1B(E +7) + M' (E, 9) D(E + 


e lg—T 


n 


+ 3) e(&) dí. 
Avem, notind X (t, u) = X’ (tu) — X” (tu), 


AX (6 u) — LA (0 + OOII (6) + EB (0 + DOJE 0) — 


— A (t) X"' al — B(t) X" (t —«, 4) = A (t) X (t, u) + B(t) X (t—«, 4) + 
+ C (0) X" (t, u) + D(t) X' (t — z, u) 
gi X (t,u) =0 pentru t< v. 
Rezultá 


X (t, u) = ( X" (t, «)[C (a) X' (a, v) + D(«) X'(« — 7, 4)] da. 


Avem 
| X" (t, «)| e^ pentru «<t<a+" , A—sup| A(t)|, B=sup| B(t)|. 
Din 


X" a) = A (0 X" (t, al + B (t) X" (t —«, a) 
rezultá 
X”"(t,a)=X”" (a+r, 24 : A(u)X” (u, «) du4- (Bz, a) du 
deci 


t 
(rot, elle IX "(a+ all E 1A QI" (u, a) | du + 


e AFT 


+ t| B |et* pentru a—T<t< a + 27. 
Rezultá 


|X” (î,a) | <(1+  B) e4 e41 = (1 + 7 B)e?4* pentru a <t< «4-27. 
La fel, pentru « + 2« «ct x; a +37, avem 
i 
(cm alle tie Bien ie PO e Beer Atu) IX" (u a) idu 


e 2427 
deci 


| X" (t, a) | <(1 +r B)? e?^* e4* = (1 + 7 B)? ei, pentru « <t< a + 37. 
Rezultă in general pentru « < t < a + krt evaluarea 
|I. X" (t, ail -*By-!er^, 
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Analog 
|X’ (t, «) | x [1 + 7(B + D) 7 e ato | 


Dacă 1 < o < kr, rezultă 
| X (ty tt +o, to 3-0) «& (1 +r By! e*4* [1 -E «(B + 


+ Dyrceseo( Vot 3 Doha «— KA (10(0)1+1D(2)|)da 
elg d- T «0 


si se vede că dacă | (| C(a) | +1D(a)|)d ae suficient de mică | X’ (++ 
0 
+ 0, to +7)—X”" (to +7+0, to +7)| este oricît de mică. 
La fel 
¡Mas | c c [1-E «(B + DF 4+0 (B + Dyer 4*0 =K, 


| M" (æ, 8) — M' (a, ail ei e Beto D -- «(B "mr K| (C (a)] + 
0 


E [D («)l )da + [1-E «(B 4- D)]t- etm suta Y ID (a) |da 
0 
deci 


| M" (a, 8) — M' (a 91 <E | (100)! +|D(a)|)da. 


Tinind seama de aceste evaluári rezultá 
| < M” (o, 8), p(5) >” — < M' (o, s), p(s)>* |< 
«x, (10(0)1+1D(2)1 d «ll ell. 
0 


De aici se capátá concluzia anuntatá. 


8 11. SISTEME CU PARAMETRU MIC, CU INTIRZIERE 


Incepem studiul sistemelor neliniare cu problema solutiilor perio- 
dice ale sistemelor cu parametru mic. 
Considerám un sistem de forma 


dz (t) 
dt 


unde f este periodică de perioadă o > rt şi are proprietățile din $ 1. 
TEOREMA 4.24. Dacă pentru y = 0 sistemul (52) admite o soluție 
periodică x, (t), de perioadă w, astfel încît sistemul în variații corespunzător 
nu admite soluții periodice de perioadă «w diferite de soluția banală, atunci 
există yy > 0 astfel încât pentru | u| < uo sistemul (52) admite o soluţie 
periodică unică x (t,u) de perioadă w, cu proprietatea lim c(t, u) = ® (t). 
u -> 0 


=f t, x(t - 8) u], (52) 
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Demonstratie. Deoarece componentele lui f sint diferentiabile putem 
scrie 


$ It z(t+3),0] — f [5 vo (t + s),0] = A [t o(t + 8) — s(t +s)] + 


+0 (Il æ — zl), 
unde 


A(t, 9) = y p (s) d,«(t, s). 


—T 


Sistemul în variaţii corespunzător soluţiei z, (1) este sistemul liniar 
0 
$(0—V v(- 94 (0, 9) (53) 


In $ 1 am demonstrat relatia (8) din care rezultá in particular 
|z(o+8;9,0)—a(o0o +8; qo, 0) —y(o ts; p— eol —o(lle — po ll); 


unde am notat 2(í;o,u) soluţia sistemului (52) care pentru £€[—7,0] 
coincide cu ọ şi y(t;p) soluţia sistemului (53) care pentru ¿€ [—7,0] coin- 
cide cu o. Din cauza periodicitátii sistemului (52), zx (t + o; o,u) este de 
asemenea soluţie şi dacă x (w + $5; 9, u) = e (s) pentru s €[—7,0] această 
soluţie este periodică (şi reciproc). Fie F [ọp, u] = x (0 + 8; ọ,u)— q. 
Dacă q, este funcţia iniţială a soluției periodice zx,(t), avem F Tea 0] = 0. 
Din relaţia (8) rezultă că pentru orice y, F [ọ, ue diferentiabilá ; într-adevăr, 


Flo, v] —F [pu] = 2(o +s; 99, u) — pa TlO tS; 91, 4) +24 
şi pe baza relaţiei (8), 
IF [93,; ul] — Flea; ul — (pa — 9) — Us (92 — q) ll =le (0 +8; pa, 1) — 
—&(o-F8; pq, u) — (o +85 pa — Q1; v) ll =0 (loa — pill), 


unde y (t; p,u) este soluţia sistemului in variaţii corespunzător soluţiei 
x(t;p,, u). Rezultă că diferenţiala lui F[o, u] este 1—U,, unde U, p = 
=y(0+8; 9, n). 

n particular, diferenţiala în punctul [p,,0] este 7 — U,, unde U,p = 
= Y (w + s;e) (reamintim cá y (t;p) este soluţia sistemului (53), sistemul 
în variaţii corespunzător soluţiei zx, (t)). Operatorul U, este complet 
continuu (compact) după cum s-a arătat în $ 5. Deoarece prin ipoteză 
sistemul (53) nu admite soluţii periodice de perioadă «v diferite de cea 
banală, ecuaţia p—U¿p = 0 nu are soluţii diferite de cea banală. Dar 
atunci din proprietăţile generale ale operatorilor complet continui rezultă 
că I—U, e inversabil. Deoarece F [ọ, u] e diferentiabilá, F [9,,0] = 0 
si diferenţiala în punctul [9,, 0] e inversabilă; rezultă, pe baza teoremei 
funcţiilor implicite în spatii Banach, că există y, > 0 astfel încît pentru 
|u] < y, ecuaţia F [o,u]=0 admite o soluţie [q,, u] cu proprietatea 


lim 9, = po. Din F[o,, v] z 0 rezultă că soluția c(t; o, ,u) este periodică ; 
u—0 


în plus lim z(t; eu, u) = c(t; 9950) = 2, (t). Teorema este demonstrată, 
HK 0 
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Aplicaţie. Considerăm sistemul 


Ce? 


unde y are aceleaşi proprietăţi ca în $ 5, iar g are pentru t fixat drept com- 
ponente funcţionale definite pe spaţiul funcţiilor vectoriale continue pe 
[—7, 0] si e periodică în t de perioadă oo, Ca peste tot pînă acum presupu- 
nem « > t. Presupunem că sistemul liniar 


dy (î) _ (° d 55 
^ | vero „mt 8) (55) 


nu are soluţii periodice de perioadă «w diferite de cea banală. Atunci, pe 
baza teoremei 4.16, sistemul (54) admite pentru y = 0 o soluţie periodică 
unică x(t), de perioadă «o. 

Sistemul în variaţii corespunzător este tocmai sistemul (55). Condiţiile 
teoremei 4.23 sînt verificate, deci există u > 0 astfel încît dacă | u |< uo 
sistemul (54) admite o soluţie periodică x(t, u) unică, de perioadă vw, 
cu proprietatea lim æ (t, u) = x£ (t). 

m0 


a(t Leid, n (t, s) +$(t) + y g [t, æt +s), 1), (54) 


Să presupunem acum că sistemul (55) admite soluții periodice de 
perioadă «. Conform teoremei 4.19' există un număr finit de astfel de 
soluții liniar independente ; le vom nota p,, p,,..., p,. Sistemul adjunct 
admite gi el acelaşi număr finit de soluții periodice independente, q1, q2, 


Qi - 
Sistemul (54) pentru u = 0 admite soluţii periodice de perioadă o 
dacá si numai dacă | f (t) q, (t) dt = 0 pentru ¿=1,2,..., k. Soluţiile perio- 


“0 
dice ale sistemului (54) pentru y = 0 sint date de formula 


x (t) = c(0)X (t, 0) + € (s) d, Lais 8— a) X (t, aide + 


a —T e 


T ( f(«) X (t, «)d«; 


unde funcţiile initiale z(s), sc [—r,0] sint date de sistemul 


0 0 


sii) aile Le B—-a—"X(o+ 


SE 


ed — 2()X (o+5,0) + | 


Ei 
da +A pia) XI oa, te 
0 
(vezi (40)). Dupá cum s-a vázut in $ 7, solutiile acestui sistem sint de forma 
Giel =X (s) + x (0) (—7, s) + 


0 


+h xa] natr B- aE (a, ds, 


—T 
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unde D depinde numai de sistemul (55), iar 


ato) | 


0 


Q 1-8 


flax (o +s, x)d a + Y, A, 0D, (8), 


unde b,(s) depind numai de sistemul (55) şi >, verifică sistemul 


Au = H Yu ^  fi- 


Dec) f(t)q,(t) dt =0,j =1,...k, sistemul în A, admite soluții. Proprie- 


0 
táti simple din algebra liniară arată că există o soluţie gi numai una care 
verifică o evaluare de forma |; | <K, max |f, |, unde K, depinde numai 


3 

de y,,, deci de sistemul (55). Tinind seama de expresiile pentru f,, rezultă 
o evaluare de forma | à; | i K> sup | f |, unde K, depinde numai de sistemul 
(55). Rezultă de aici că există y (s) unic admitind o evaluare de forma 
Ix (s) | € K; sup |f], unde K, depinde numai de sistemul (55). În defi- 
nitiv, deducem cá existá o solutie periodicá unicá a sistemului (54), pentru 
u = 0 care admite o evaluare de forma | c (t) | < K sup |f|, unde K 

depinde numai de sistemul (55). 
Notind cu p(t) această soluţie, soluţiile periodice de perioadă w 

k 


ale sistemului (54) pentru y = 0 vor fi de forma p(t) +Y, a,p, (t). 
j=1 


TEOREMA 4.25. Fie 


o k 
P,(%1, Xa: Up, a= g [t, p(t +8) + a; Di (t+ 8), u]a, (t) dt. 
0 -1 


2 
Dacă o2, o9,..., a, verifică relaţiile 
Piy Pi. 

Zu Pays 0 pentru A = aj, u = 0, 


P;(%, Q$,..., 0$, 0) — 0, 
O (0, Azs- . - Up 


atunci există ug > 0 astfel încât pentru |u| < y, sistemul (54) admite o 
soluție periodică x (t,u) de perioadă « cu proprietatea 


k 
lim ei, u) = p(t) + Y, dm 


Se presupune cá g este diferentiabilá într-o vecinătate a punctului 
k 
p(t+s8)+ Y, a; p, (t +8). 


1=1 
Demonstraţie. Pe baza teoremei funcţiilor implicite există funcţiile 
o (up) eu a? (0) = oj, astfel ca 


Pj la (u), ..-, ai (u), u]=0. 
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Tinind seama de felul cum sint definite P;, rezultá cá sistemul 


ell v(t-4-8)d, y (t, s)--g[t, p(t+8)+Y %(u)p,(t +8), ul 


i-1 


admite soluţii periodice de perioadă vw. Fie zx, (t) solutia periodică a 
acestui sistem aleasá astfel ca 


k 
¡2,|<K supig[t, p(t ELE ILS (u) 5; (t+ 8), ull- 
Punem | 


m (1) =p + Y, dp + p ai Q). 


Funcţia x, (t) este o soluţie periodică, de perioadă vw, a sistemului 


da (t) SS y 
di D 


z (t 1 s)d, nlt, at PI + ugli, p+ s) +F a (n) p. HL sul. 


j=1 


Considerăm sistemul 


SOL ena am stati, alt+s), ul 


Condiţia ca acest sistem să admită soluţie periodică de perioadă « se scrie 


(56) 


Lob, p dE dp. Hielen at (1-5) pla ()dt=0, j— 12,.. e. 
.0 


Aceste conditii sint verificate pentru dm 0, al — o? si in plus 
determinantul functional in raport cu al,..., ol este "nenul i in acest punct, 
deci, pe baza teoremei funcțiilor implicite, putem găsi funcțiile «i (u) 
cu al(0) = a? , astfel încît condițiile să fie verificate. 

Presupunem a; astfel alese si x,(t) definit corespunzător. Fie x; (t) 
soluția periodică, de perioadă «c, a sistemului (56) care admite evaluarea 


| xa (t)| <K sup] elt, 2,(t +8), ull. 
Punem 


alt = p (t) + $ c p, (t) + ua (1) 


=1 


şi alegem pe 0 (u) astfel încît gema sá poatá continua. Obtinem 
astfel un șir a; (u) cu oj (0) = af gi un gir de funcţii periodice 


&, (t) = p (t) + Y a (u) p, (t) + y o; (t) 


j=1 
care verifică relaţiile 


&,(0) — atts) anti, HSO E à gt aa el ud 


u — 00 


| a; (t) | <K sup |g[t, 2,-, (t +8), ull. 
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Este uşor de verificat cá pentru | u | suficient de mic, funcţiile x, (t) astfel 
k 
construite nu părăsesc vecinătatea punctului p (t+ s) + Y a; p, (t-- s) in 


i=] 
care g este diferentiabilá. 

Dacă vom demonstra că şirul v, (t) converge uniform, va rezulta 
cá limita lui este o soluție periodică, de perioadă ou, a sistemului (54) cu 
proprietățile din enunț. 

Avem 


9, +1 (t) — v, (t) = 2) Le (u) — e$ (u)]p, (t) + y [ois (t) — a (0)]. 
Tinínd seama de felul in care au fost alese soluţiile x; (t) rezultă 
e, (0) — æ; (t) <K sup| g [t, 2,(t +8), p]— git, o; 1(t4- s, ull < 
< KL|| v; (t+ 8) — 2 1(t + 5) < KL sup | x; (t) — 2,_, (t) |. 
Sá notăm a, —sup | %;,1 (1) — 2, (t) |, 
— ai (u)|, Li = sup Y 5,(t) |. Rezultă 


j=1 


¡=Max sup| ej (u)— 
J 


a, < Lib; -| u| KE a; 
Considerăm funcțiile 


EB... Bro He uh gli, p(t+s)+y, Bip, (t +s) +u m , (t+8)+ 
J0 i 


+ A [oj (t£-- s) — tm (t4- s) , ula; (t) dt. 


Fie B, (u, A) definite de relaţiile Ri (Bi, ..., Br» u, à) — 0 si de 
condiţiile B; (0, 0) = oj (pe baza teoremei funcţiilor implicite). Se vede 
că Bl (w, 0) = a£ (u), Bl (m, 1) = ai (u), deci 


dii — el? (u) = Bin, wi — Sin, 0) = B s Op) v. 


De aici rezultá o evaluare de forma 


| a} (u) — ef? (4) 1 < | u | La sup | æ; — æi: |< lul D, KL a 
deoarece | 
O (Ri, Rj,... Ri) 
A O gi D e [ai (+a) — a (E 9) 
O (Bis. . Bi, Br) 
£ fiind un operator liniar. 
Deducem b, <| u| LLK a,-, şi deci 


| u | La 
Lilu LL Ka; + | u| Ka de < —— ———— à 
: i id —^1-c|ul|L, 


i-1* 
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Tinind seama de această evaluare rezultă pentru | ų | suficient de mic con- 
vergenta seriei 2a,, deci convergenta uniformă a şirului x, (t). Teorema 
este demonstratá. 


8 12. SISTEME CU ARGUMENT ÎNTIRZIAT CU PARAMETRU MIC 


In cele ce urmeazá párásim cadrul general al sistemelor cu intirziere 
si considerám numai sisteme cu argument intirziat de forma 


E — flt, t (t), æ (t — T) u]. (57) 


Aici z gi f sînt vectori coloană ; f este periodică in t de perioadă w > e, 

Sá presupunem că sistemul generator obținut pentru u = 0 admite 
o familie de soluții periodice de perioadă «c. Fie zx, (t, h) această familie. 
Sistemul în variații 


dy (t) 
dt 

+ fo [t £o (t, ho); To (t — 7, ho), Oly (t 7) (58) 
02, (t, ho) 


x Ja [t, £o (t, ho), Lo (t — v, ho), 0] y (t) + 


admite soluțiile periodice . Într-adevăr, din 


da, (t, h) 


dt = f[t, zo (t, h), £o (t — v, h), 0] 


rezultá 
d 0 9%, (t, h) 


di Oh Golf, h) = fu [5 Lo(t, h), o (t — *, h), 0] Oh 


0%, (t—7, h) 
Oh 


E? 
+ fe [t, £o (t, h), £o (t — 7, h), 0] 


deci coloanele matricii reprezintă soluții ale sistemului ìn 


ô xy (t, h) 
d 
variaţii considerat. Presupunem că sistemul în variaţii (58) nu mar admite, 
oricare ar fi hy într-un anumit domeniu, alte soluţii periodice de perioadă w 

independente de acestea. 

Fie q (t, ho), ..., q(t, ho) soluţiile periodice independente ale siste- 
mului adjunct sistemului (58). Dacă sistemul (57) admite o soluţie perio- 
dică de perioadă «w de forma 


: 5 (t, Hl = £o (t, ho) + yz, (t, u), 
atunci 


| q; (t, ho) fu D Lo (t, ho), Lo (t — T; ho), 0] di = 0, 3 =1,..., k (59) 
JO 
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Intr-adevár, avem 


d d d 
— g (t = — La (t, h — z (t = 
di (t, u) di o (t, nta 1 (5 y) 


= f [i £y (t, ho) + ua, (t, u), £o (t — T, ho) + uz (t — 7, u), Hl = 
=f[t, Lo (t, ho), Lo (£—7, ho), OJ+ ufu [6 Lo (t, ho); Lo (t7, ho), 0] 2, (t, 0) + 
+ u folt, Lo (t, ho), Lo (t — 7, ho), 0] 2, (t — z, 0) + 
+ ufu [t Ly (t, ho ), £o (t — 7, ho), 0] + O (p?). 


Rezultá 
d , 
da (t, 0) = f, Lt, £o (t, ho), Lo (t — 7, ho), 0] 23 (t, 0) + 
Fife D Lo (t, ho), Zo (t — 7, ho), 0] 2, (t — 7, 0) + 
+ fi [t, Ty (t, ho), Lo (t — 7, ho), 0]. 
Deoarece 2,(t, 0) este periodică de perioadă «w, rezultă, pe baza teo- 
remei 4.18, egalitátile (59). 
TEOREMA 4.26. Fie 


P,(M)= 4, (t, 1), fa [t, 20 (t, h), m (t — 2, h), 0] dt. 
. 0 
Dacă h, verifică relaţiile 
d (e 
P, (ho) Sa 0, det | q; (t, ho) Su H Lo (t, h), To (t — Ty h), 0] dt X 0 
| 0 


pentru h = h,, tar f este analitică, atunci sistemul (57) admite o soluţie perio- 
dică x(t, u) astfel ca 
lim z(t, u) = 2%, (t, ho). 
u—0 
Demonstraţie. Scriem sistemul (57) sub forma 
dz (t 
SED — f [ ei v (t — 9] ah, ei o (t — 7)1 + 
+u? f, [t x(t), o (t —)] 9 ... 
unde, evident, 
fo(t, u, v) = f (t, u, v, 0), fi (t, u, v) = fu (t, u, v, 0). 


Cáutám solutia periodicá sub forma 


2 (t, u) = ey (t) + ga (t) + u? £a (t) +... 
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Înlocuind în sistem obţinem 


d 
^: = fo lt £o (t), Ty (t — *)], 
SC = fou [t, Lo (t), Lo (t — ell (6) + foo [Lb Lo (t), £o (t —7)] 2, (t — 7) + 
+ filt, £o (t, £o (t — 7) ), 
Sp = fou [6 Lo (t), Lo (t — 7)] va (t) + fos [65 To (t), Lo (t — 7)] £a (t — 7) + 


+ fiu D Lo (t), Lo (t — 1)] Xy (t) + fu D Lo (t), cte (t rem cl Tı (t — 7) + 
+ fa [t, £o (t), £o (t — 7)] 
şi asa mai departe. 
Alegem 2, (1) = zo (t, ho). Deoarece P,(h,) =0, j=1, ...,k, 


există soluții periodice ale sistemului care determină pe zx, (t). Aceste solutii 
sînt de forma 


: 9 
mi Y dm, p) = Beba. 


H 


Pentru ca sistemul care determină pe x(t) sá admită soluții periodice este 
necesar si suficient ca 


am d iu [ty Zo (1), So (t — ell Ep! (t) + 


k k 
V atp (t) + fo pt — 1) +8 ed p (t el T dt = 0. 
[=1 l=1 


Aceste condiţii reprezintă un sistem de ecuaţii liniare în o a cărui ma- 
trice are elementele A,, date de 


10 A 9 h 
Aus | q; (t, ho) d [t, Co (t), £o (t — 7)] See o) 


+ fin [] Oy (t — dun cd 
Oh, 


l 


=p A hf a (6, Mo), 20 (E — s, Mo), 0] di. 


Conform ipotezei din enunţ, det A, + 0, deci putem alege, in mod 
unie, constantele aj astfel ca sistemul care determină pe zx,(t) să admită 
soluţii periodice. 


Continuind calculul se determină succesiv în mod unic funcţiile 
La (t), 23 (t), ... 
Din ipotezele de analiticitate făcute, rezultă evaluări de forma 


If SK, ful + fl < EK F. 
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Avem 


IP (t)|] <K¿K,L, *|p, (| Ka, | aj | < K,K,L? 
deci 


(xl <K,L(K, + K¿K,L). 
Mai departe 


| P’ (t)| < Ko[K:L K, L(K, + K; K, L) + K,I?] = K, K, D? [1+ 
+ Ka (Ko + K; K, L)], |o2 | <K,(K,1?K,L(K, + KK,LD)-- K, L3) — 


. = K, K¿1P [1 + Ka (Ko + K; K, L)] 
deci 


| 2s (t) | < KE, I? (E, [1 + K, (Ko + K, K, L) + E¿K,L [1 + E, (E, + 
xx Kg S.I = K, L (Ko + Ky K,L)|1 + K, (Ko + K; K, L)]. 
În general 
Ip (| < K, GC, L sup | %4 ,| + Ka L?| sup %j 21 +... + 
+ K, L sup |% | + K, 1%) 
|æ | < K, GC, L? sup | ġa l| +... + K, D sup | al +K PH 
deci 
| æ (| < K, L(K, + K; K, L) sup | zıl +... + K V (Ko + 
+ K; K, L) sup |2,| + K, 1? (K, + K; K, L). 
Să presupunem că 
| t; 1 (t) | < Kı L (Ko + Ka Ki L) [1 + K: (Ko + K3 K, L)]. 
Avem 
| æ, (t) | < KaL (Ko + Ka K,L)K, D^? (Ko + K K,E)[1 + K, (Ko + 
+ K¿K¿L)P" + KD? (K, + Ks Ka L) K, L> (Ko + KKL) + 
+ Ka (Ko +K; LiL) P} 4... + Ka L (Ko + K¿K¿D)K,L(K, + 
+ K, K, L) + K, I (K, + KK, L) = K, I (K, + K, K, L) {1 + K, (Ko + 
+ K; K, L) +... + Ka (Ko + K; K, L) [1 + K: (Ko + K¿K,¿L)P>” + 
+ Ka (Ko + KK, L) [1 + K; (Ko + KK, L)} 3} = K, I (K, + 
+ K, K, L) [1 + K, (K, + K; K, L)] (14... + EKo + 
+ K¿K¿L) [1 + Ka (Ko + K; K, PZ + Ka (Ko + K¿K,L) [1 + 
+ Ka (Ko +K; K, L) Y} ®© =K L’ (K,+XK3¿K,D)[1+X,(K, + K3K,D)F >. 


În definitiv se obține o evaluare de forma | 2, (t) | < K; Ki! care 
arată că pentru |u | suficient de mic seria e convergentă. Cu aceasta demon- 
stratia este încheiată. 
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Considerám acum cazul sistemelor autoneme de forma 


sew — f Iz (t), e(t — el, ul (60) 


Presupunem că pentru p = 0 sistemul (60) admite o soluţie periodică p (t) 
cu perioadă o, > t. Fie 


A (t) = fa [p (t), p (t — 7), 0], B(t) = f. [o (t), p(t — 7), 0]. 
Sistemul 
dz (t) 
di 


este sistemul in variaţii corespunzătoare soluției p(t); el are coeficienţii 


= A (t) e(t) + B (t) e(t — 7) (61) 


periodici de perioadă «c, și admite în orice caz soluţia z(t) = dp (1) . 


di 
Într-adevăr, din 
dp (t) ` -— 
E f [p(t), p (t — 7), 0] 
rezultà 
d dp . Ss ap (t) . _ dp (t—=) . 
di dí f. [p (t), p (t T), 0] dt f-[p (t), p (t 1), 0] dt 


LEMA. Sá presupunem că sistemul (61) nu admite soluţii de forma 
2, (t) + tzo (t), 2, (t) fiind periodică de perioadă w Atunci 


| «(060 dt +0, 
. 0 
unde q(t) este o soluție periodică a sistemului adjunct sistemului (61), iar 
G (t) = f [p (t, p(t —7), 0] + 7B (t) fip (t — 7), p(t — 2 7), 0] = 
= 20 (t) + TB (t) 2, (t — 7). 
Reciproc, dacă 


om om zg 


Q 


pentru o soluţie periodică a sistemului adjunct, atunci sistemul (61) nu admite 
soluţii de forma considerată. 
Demonstrație. Să presupunem că 


y «(06 () à: =0 
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pentru toate solutiile periodice ale sistemului adjunet sistemului (61). 
Fie z(t) o soluţie a sistemului (61) si 2, (t) = 2(t) — t z(t). Avem 


de, (t) z de (t) — de(t) 
dt d! d 
— tA (t) 2, (t) — tB (t) zo (t — 7) = A(t) [2 (t) — tzo (t)] + B (t) [z(t — 7) — 


a (t) — RT — A (D2(0 + B(t)e(t — 5) — 20 (8) — 


— (t — T) Zo (t — *)] — 2p (t) — TB (t) zo (t — 7) = A (1) 2, (t) + 


+ Blt) 2, (t — 1) —G(t). 
Deoarece 


aen dt — 9 


pentru toate soluţiile periodice de perioadă «o, ale sistemului adjunct 
sistemului (61), pe baza teoremei 4.19 există o soluţie 2, (1) periodică de 
perioadă w deci o soluţie 2(t) a sistemului (61) de forma 2, (t) + tz, (t) 
ceea ce am exclus. La fel se vede cá dacá sistemul (61) admite solutii de 
aceastá formá, integrala trebuie sá fie nulá pentru toate solutiile periodice 
de perioadă «c, ale sistemului adjunct sistemului (61). Lema este de- 
monstratá. 

TEOREMA 4.27. Dacă sistemul (61) nu admite soluti? periodice de pe- 
rioadá w, independente de ze (t) şi nici soluții de forma 2, (t) + tz, (t), cu 2, (t) 
periodică de perioadă w, atunci pentru | u | suficient de mic sistemul (60) 
admite o soluţie periodică x (t, u) de perioadă w (u) astfel ca 


lim o (pu) = ey, lim x(t, x) =p (t). 
u-0 u-0 


Demonstraţie. Fie o (u) = w (1--u«(u), t=s [1 + u«(u)], 
y(s,p)=xw x[s(1 + ua), u]. Avem 


d d 
a: Mb prc nM + ya), u] (1 + pa) = 


=(1 + pa) fix [s (1 + pa), u], e [s (1 + pa) — 7, ul, yy = 


= (1 o > HÄ —8 (u) 12), e], 9 RESCH 
(1 + pa) f [y (3, u), 9(s —9 (u), u), u], Hin 1 + pa (p) 


Dacă x e periodică de perioada w(u), y va fi periodică de perioadă 
«€, Şi reciproc. Avem 


Za u) = f [y (s, u), y (s — 0, u), u] + vaf [y (s, u), Y (s — 0, u), u]. 
(62) 


SISTEME CU ARGUMENT INTÍRZIAT 415- 


Punem y(s, y) = p (s) + u2(s, u). Rezultă 
p) ue (s, u) = f [p (s) + v2 (s, u), p (s — 9) + uz(s — 0, u) u] + 


+ ua f[p(s)+ uz (s, u), pls — 0) + uz(s— 9, u), u] = 
= f [p (s), p (s — 0), 0] + uf. [p (s), p (s — 9, 0]z (s, u) + 
+ uf, [p (s), p(s— 0), 0] z (s — 9, u) + ufu [P (s), p (s — 0), 0] + 
+ vaf [p (s), p (s — 0), 0] + yO (y) = f [p (s) p (s — 7), 0] + 
+ uf. [p (s), p (s — 7), 0] 2(s, u) + uf, [p (s), p (s — 7), 0] «(s — 9, u) + 
Lut, Ep (8), p (s — 7), 0] + vaf [p (s), p(s — 7), 01 + 
+f E» (s), p(s — 0), 0] — f [p (s; p (s — 7),07 + uO (u). 
Avem 
f [ (s), p (s M 0), 0] — f [p (s), p (s — 7), 0] = 
= f, [p (s), p (s — 7), 0] [p (s — 9 — p (s — 1)]+0 (u?) = 
= f, [p (s), p (s — 1), Olp (s — 7) (0 — 7) + O (u2) = 


= ET f [p (8), p (s — 7), 0] f [p (s — 7), p (s — 25), 0] + O (p?) 
1 + ya 
Rezultá 

Ene — A (s) z(s, u) + B (s) z (s — 0, u) + F (s) + « (p) (s) + 


+ uH (s, 2 (s, u), z (s — 9, u), u), (63) 
F (s) = fu [p (s, p (s — 7), 01. 
Considerám sistemul 
2 (s) = A (s) 2 (s) + B (s) z (s — 1) + F (s) + aG (s). (64). 
Condiţia ca acest sistem să aibă o soluţie periodică de perioadă ou este 


unde am notat 


(7 a(s) EP (8) + aG (9)]ds = 0. 
« 0 
Deoarece conform ipotezei din enunţ, pe baza lemei rezultă 
| - q (8) G (s) ds 40 
0 


aceastá conditie permite determinarea unicá a lui «,. Fie «,, determinat 
astfel şi 2, (s) soluţia periodică a sistemului (64) care admite evaluarea- 


| zo (s)| < K (sup |F | + | «o| sup |G |). 
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Formám sistemul 
& (s) = A (s) 2 (s) + B (s) 2(s — 7) + F (8) + a, (u) Q (s) + 
+ B (s) [zo (s — 9,) — 2o (s — 7)] + pH, [s, Zo (8), Zo ($ — 00), ul, (65) 


unde 0, = 


, iar Hg este ceea ce devine H cînd a se înlocuieşte 
O 


0 
cu ag. Sistemul (65) admite soluţie periodică de perioadă w, dacă si numai 
dacă 


WI {F (s) + a, G (s) + B (s) [20 (s — Dal — Zo (s — 7)] + 


+ uH, [s, Zo (8), Zo (s — 00), u] ds = 0. 
Deoarece 


V «(96 (8) de +0, 


această ecuaţie permite determinarea unică a lui «,(u) astfel ca lim «,(u) — ao. 
>0 


Uu 
Presupunem a,(u) astfel determinat gi fie 2,(s, u) soluţia periodică corespun- 
zătoare aleasă în mod unic la fel ca mai sus. Formăm sistemul 


2 (s) = A (s) 2(s) + B(s)z(s — 7) + F (s) + «s(u) G(s) + 
+ B (s) [4 (s — 6, 4) — 4 (s — 7, u)] + uH, [s, 2, (8, u), 2, (s — 0,, Hl nl 


‚iar H, este ceea ce devine H cînd « se înlocuieşte cu a. 
Uo, 


Ca mai sus, din conditia ca acest sistem sá admitá o solutie periodicá, 
de perioadă w, se determină «;(u) şi apoi se alege soluţia periodică z,(s, u). 
În general, se consideră sistemul 


4 (s) = A (s) 2 (8) + B (s) 2 (s — 7) + F (8) + an (u) G (s) + 
+ B(s) [2,1 (8 —0,-1) 4) — 2/1 (8 — 7, Hl + 
+ uH, 4 Ls, €n—1 (8, u), Zn-1 (s Se O.-1> u), u], 


unde 0, = nn iar H, este ceea ce devine H cînd a este înlocuit 


1 
cu «, ,. Condiţia ca acest sistem să admită o soluție periodieá permite 
determinarea lui «,(u) şi apoi se alege soluţia periodică z, (8, u). Dacă de- 
monstrám că girurile «, (p) şi 2, (8, u) converg uniform pentru | u| < ve 
şi dacă 


a (u) = lim % (u), 2 (8, u) = lim 2, (8, u), 0 (u) = lim O, (n), 
n=» fi- o0 fi- ao 


atunci 2 (s, u) verifică sistemul (63). Calculele efectuate arată că y (s, u) = 
= p (8) + uz (s, u) este o soluţie periodică de perioadă «c, a sistemului (62) 
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şi x(t, u) obţinută din y (s, u) punind s = 


va fio solutie periodicá 
pa 

de perioadă w(u) = (l + pa) a sistemului (60) care pentru u —> 0 
tinde către p (t). În acest fel, pentru ca teorema să fie demonstrată, rămîne 
sá demonstrám convergenta aproximatiilor succesive. Avem 


ZG (s, u) — 2n(s, pl = A (8) [zs (5 4) — al S, pl + 


+ B (8) [2.41 ($ — 7, U) — 2, (s — T, u)] + [ei (n) — a, (u)]1G (s) + 
F B (s) EI (s Wes D u) — Zn-1 (s rS 0,1: u)] sb B (s) [25-1 (s — Ty u) => 


— Za (8 — 7, u)] + uH, — uH, ,. 
Fie 
b, = BUP |2,41 (8, u) — Se (S, u)], 4, = SUP ën (uy) — e, (u)l- 
Atunci rezultá 
ba Moa, + |u |M bn- + lil Mob, + lu] Ms an 
deci 
b, < Mya, Hiu] M (b, , + 0-1). 
Mai departe, din 


V ao {F (s) ep Hai? G (s) + B (s) [Zn (s == D, u) EE (s — T, u)] + 


+ eH, ds = 0 
V ts) {F (8) s a, a (s) za B (s) [2 -1 (s E dë u) — ĉn-1 (s cS u)] + 
“0 
+ uH A ds =0 
rezultá 


(oma "sl El) do — | ail Bil Lo, (80, Hale 
0 0 


—9, 4,0) — 2, (8 — T, 4) Ez, a (8 — T, u)] de + d "q (s) LE, — H,_,] ds. 
0 


De aici se capătă 
a, < Mil y] D + M; | u D, + Mslul gi, Eh 
deci 
An < | p | M (b, 1 F An .1)- 
Rezultá, in definitiv, 
b, T A, < | Hl M' (b, 1 + de 1); 


ceea ce arată că dacă | y. | e suficient de mic, convergenta uniformă este 
asigurată. 
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Evaluárile fácute au presupus evaluári prealabile ale aproximatiilor 
succesive care sá asigure că aceste aproximatii nu părăsesc un anumit 
domeniu, relativ la care se calculează constantele M care apar în aceste 
evaluări. Asemenea evaluări prealabile se obțin imediat prin inducţie. 
Teorema este demonstrată. 

Continuînd studiul sistemelor de forma (60) vom presupune că pentru 

= 0, sistemul admite o familie de soluţii periodice p (t, e, ..., c,) de 
perioadă cp (Cis C2; ..., Cx) > 7. Vom face ipoteza că ie (ën, Ca, ..., Cp) 
admite derivate parţiale continue. Acolo unde nu există pericol de confuzii 
vom scrie c în loc de (Ci, Ca, ..., C). Fie 


A (t, e) = fu [P (t, e), p (t — 7, €), 0], B (t, e) = f. [p(t, c), p (t— 7, c), 0]. 
Considerám sistemul 
SO An e) z (t) + B (t, c) z (t — 7). (66) 
Avem 
E p (t, 0) = f [p (6 0) p (t — +, 0), 0] 
d d dp 


d = u (^, €) 
ER di p (t, c) fu [p (t, c), p (t—, c), 0] dt — 


+ fo Up (t, 6), p (t — 0), wu DG — Aq, 5) 5- p (t pá 


+ B (t, TP (t — 7, €) 


deci E p (t, c) este o soluţie a sistemului (66) şi această soluţie este perio- 


dică de perioadă wọ (c). 
La fel 
d dp _ 9 dp 


d 
EE t, e t— 7, El 0] = 
dt de, de, dt a, T P! ; € pl , €) 0] 


= 4 (,0 260 Su o PU 


gi deci ^P sînt soluţii ale sistemului (66). Dacă wọ (c) nu e constantă, 


Li 
aceste soluţii nu sînt periodice. În cele ce urmează vom considera tocmai 
cazul cînd oe (e) nu e constantă. 


Fie e o valoare fixată a lui c. Considerăm funcţia p e t, d 
€ 


care este periodică de perioadă o, (c"). Derivatele ei in raport cu e, in punc- 
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tul e vor fi funcţii periodice de perioadă «o, (c°). Vom nota aceste derivate 
cu q, (t, c`). 


Avem i 
dn ure e) t, cl p 9 (C un gd 
(t e") E y (c ) 1 Wo (c ”) 00, (c )4 
$i de ole) dt 06, 
deci ` . . 
0p (t, c`) zio oc: a ðw (c) dp (t, ei 
de, € (e) 0c, dt 


Considerám functia 


2(1) =1 Pan = tf p (t, el, PI *, ei, 0]. 


Pie 
S ft e) p(t — e) 0] HtA (t, e) POT) 418, o) PUTO 
deci 
— = at 0) 2(t) + B(t, c) 2(t —7) +f[p(t, ek p(t — r, e”), 0] + 
+rB(t, c)f [p(t — 7, 6), p(t —2«, c), 0]. 
Notind 


G (t, €) =f [p (t, e), p(t— 7, ce"), 0] +7 B (t, e) f Ep (t —r, €), p (t—2r, €"), 0] 
rezultá 
Z = A (t, e) z(t) + B(t, e) 2(t — 7) + G (t, e"). (67) 
S E . ðw (C) 
Presupunem că pentru indicele 2, GC +0. Atunci 
C; 
Wo (€) . Op (t, c) ele) 
—0 2 e(t, €) =2(t) — ——-——— TEL, 
Zeien Pb €) = 26) de, dele”) 
de, de, 
Dar 0p (t, c`) Wo (c”) 


— este soluţie a sistemului (66) cu c= c', iar z 
de, Aw (c) 


de, 
verificá sistemul (67); rezultá cá pu elt, c) verifică sistemul (67). 
QC 
de, 


Cum q,(t, el este periodică de perioadá cg (€), rezultă cá sistemul (67) 
admite soluţii periodice de perioadă o, (c). 
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Pe de altá parte, 


Op (tc) — pı (t, ei — _t_ 0wele) 3 (i, c) 
0€, (c) 06, di 


0p (t, ei t ðc) d. 
De glt e) al A 


t, €). 
6; cog (c) e; dt p e) 


Rezultá 


dog (c) p(t, c) — 9«g(c) Op(t, c) _ doo(e) DE E ô wo (c) 


;(4, € 
de, de, de, 0, óc, ae, PHO 


gi deoarece q,(t, c) sint periodice de perioadă wo(c), funcția din primul 
membru este periodică de perioadă «, (c). Rezultă că pentru toti c sistemul 
(66) admite cel puţin soluţiile periodice de perioadă «c, (o), 

d Awo Op(t, c) ðw 0p(t, c) 

— DI e), —£ LT ll A e Oye) je 

dt Kl ) ), óc; de, de, de, ) (j 37? y) ) 
Sistemul adjunct sistemului (66) va admite si el k solutii periodice de pe- 
rioadă c (c) pe care le vom nota end, c), = 1,2, ..., k 


Deoarece sistemul (67) admite soluţii periodice de perioadă «w, (c”), 
rezultá, pe baza teoremei 4.18, cá 


Bez? * . 
| v; (s, el G (s, e") ds = 0, (j—1, 2, ...,k). 
“0 
TEOREMA 4.28. Dacă pentru | u| < uo sistemul (50) admite o soluție 
periodică x(t, e, u) de perioadă «(c', u) astfel ca 
lim x(t, €, y) = p(t, €), lim e(c€, y) = oo(0), 
u=>0 u-0 
atunci 
P, (c^) = 0, 
unde 
Qc) e ; 
Po =| Li €) f.p (t c), p(t—7 0), Oldi, — (j—1,2,..., k). 
0 
Demonstraţie. Fie o(c”, u) = Gaich + pa(c”), u)]. Facem schim- 
barea de variabilă t — s[1 + pa(e”, vil Notăm 
y (S, €, u) = v [s(1 + pa), c,ul. 
Avem 
d * * * * 
PL AU, €, u) = (1 + pa) f [y (s, €; u), y (s —9(0, u), e”, u)], 


unde 
T 


Die EE 
GE ele, u) 
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Punem 
Y (s, €, y) = »(s, €) + v«(s, e”, u). 
Rezultă 


SPEO 4 ein 0% p) =(1+ua) f Ep (8, 0)-Huz(s, e, uh p (8—0, ei 


+ p2(s —0, 6, u), u] = (1 + ua) f [p (s, €), p(s — 7, 0), 0] + 
+ (1 + ga) {f [p (s, €) + uz(s, €, u), p(s —0, c°) + uz(s —0, c”, u), u] — 
— f [p (s, ek p(s — 7, 6), 07) = (1 + pa) f Ep (s, €), p(s — 7, e”), 0] + 
+ (1 +2) {A (s, c`) uz (s, €, u) +B (s, €") [uz (s —0, 6, u) + p(s —0, c*) — 
— p(s — 7, C)] + uf, [p(s, €), p(s — 7,0), 0] +O (u?) = 
= (1 + ua) f [p (s, €), p(s — T, €), 0] + u (1 + pa) A (s, c")2(s, c, u) + 


E B(s &') E AT + E a B(s, ei p(s — 
1+ua dt 


epe p uf, Lp (s, €) p(s — 7, c”), 0] + O(y2). 
De aici se capătă 


d * * * * * 
FRU ELE u) + B(s, e)2(s —9, 0, u) + 


+, [o (s, €) p(s — 7, €`), 07 + «f [p(s, €), p(s — 7, 0),0] + 


+ar B(s, c`) f [p(s — 7, €), p(s — 27, €), 0] + O (p). 
Notind 
F (s, €") =f, [p (s, ek p(s — 7T, €), 0] 


avem 
< ein, €, u) = A (8, 0") 2(8, €, u) + B(s, 0") 2(s — ee, u) +F (s e) + 


+aG (s, €") + pH [s, z(s, €, u), 2(s —0, 6, u), u]. (68) 


Dacă x(t, u) este de perioadă «w(c”, u), atunci y (s, c”, Hl este perio- 
dicá de perioadă «,(c”), deci 2(s, ce, u) este periodică de perioadă c (c”). 
Deoarece sistemul (68) admite soluţii periodice de perioadă «w,(c”), pe 
baza teoremei 4.19 rezultă 


v; (8, €^) {F (s, el +aG(s,c)+uH)ds=0. 
0 


Am vázut insá cá 
Qe(c*) z 
| V; (s, €) G (s, e) ds = 0, 
0 
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wplc*) 
| v; (s, €") {F (s, €") + uH) ds = 0. 
0 
Cum această relaţie este verificată pentru toti u cu |u| < uo, rezultă 
Q(c*) 
As e) P (s cdo — 0, 
0 


deci P,(c') — 0 şi teorema este demonstrată. 

Pentru obtinerea unor conditii suficiente de existentá a solutiilor 
periodice se poate folosi o metodă dată de S. N. Simanov. Fie 2,, Za, ..., 2 
soluţiile periodice de perioadă «c,(c') ale sistemului (66) pentru c = c'. 
Vom presupune cá sistemul (66) nu admite solufii periodice de pertoadá g (c”) 


independente de acestea $$ nici soluții de forma za) Li X yY;?; (t, €), 


unde 2, e periodică de perioadă «w,(c”). Această ultimă ipoteză este echi- 
valentă cu faptul cá 


det MET e") [z.(s, ei +7 Bis lais — e c")]ds +0. 
0 


Într-adevăr, funcţia z(t) = tY y, o; verifică sistemul 
j 


== A elei + B(t, e) e(t — el + 


+ DY [2; (t, €") + « B (t, e)z;(t — *,€)]. (69) 
Dacá determinantul e nul, se pot alege y, astfel ca 
H " Ais, e) [a (8, €") + * B(s, e) (s — 7, €)]ds y, — 0 
deci sistemul (69) admite o soluţie z(t) periodică de perioadă «u,(c”). 
Atunci z(t) — t Y y, 9; ar fi soluţie a sistemului (66). Reciproc, dacă există 


H 
o solutie de aceastá formá a sistemului (66), functia 2, (t) verificá sistemul 
(69); dacă sistemul (69) are soluţie periodică, există y, pentru care siste- 
mul de ecuaţii liniare are soluţii, deci determinantul e nul. 
Să formăm acum sistemul ajutător 


dz (s) 


S = A (s, el 2(8) + B (s, e") 2(s — x) + B(s, c*) [2(s —9) — 2(s — alt 
8 


+F (s, c) + «(€, u)G(s, ^) + u H [s, 2(s), (s —0), ul + (70) 
+ SP Layla, e) +7 B(s, 0") 2,(8 — a et 


SISTEME CU ARGUMENT INTIRZIAT 423 


Demonstrám că se poate construi un procedeu de aproximatii succe- 
sive care să eieiei, determinarea simultană a constantelor W, gia unei 
solutii periodice 2(s, Mi, ..., My, a, u) a sistemului (70), corespunzátoare 
unei soluţii Y) M; za sistemului (66). Dacá se pot jud M;(pu) si a,(u) 
astfel încât pentru soluţia corespunzătoare să avem W, = 0,3 = 1, ..., k, 
această soluție verifică sistemul (68) gi conduce la o solutie periodicá de 
perioadá ole, u) a sistemului (60). Alegem 

A = MM, 2, + e e e LH. zx, W=0 
şi considerăm sistemul 
dz (s) 
ds 
+E (s, €") d- « (€, u) G (s, €") +  H [s, 2 (s), 2 (s —0), u] + y W; x,(s, €), 
j 
unde am notat 
X (S, €) =2,(s, €) + « B(s, e) 2,(s — 1, €^). 


Acest sistem admite soluţii periodice de perioadă «,(c") dacă gi 
numai dacă 


= A (s, €) 2(s) + B (s, e) £(s — x) + B(s, €") [2 (s —9) —% (s —7)] + 


" beis, 0") {B (8, 0") [2 (s —9) — 2 (s — 1)] + 


0 


+F (s, €) + uH + Y, W xj ds = 0. 
Deoarece 
Qo(c*) 


ger) bi y, ds +0 


aceste conditii permit determinarea unicá a constantelor W! si apoi a 
solutiei periodice 
21 (s) T M, 21 dT e e e + M,2z +- sl (s). 

Procedeul continuă; se formează sistemul 

dz ! í : 

TUE — A (8, 0) 2(8) + B(8, 0") 2(8 — 2) + B(s, €) [72 (s —0) — 

m g" (8 UU d +F (s, c`) SÉ o (e^, u) G (s, e") zs 
+ uH [s, 2" (8), 27 (s —0), p] + Y W; Xi- 


Se determină W? astfel ca acest sistem să admită soluții periodice de 
perioadă c, (c”) şi se alege soluția periodică 


2" (8) = Migs x... + M, Ze + 2"' (8), 
soluţia 2” (el fiind determinată astfel încât 


Lan (8) | < LK, 
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unde L depinde de sistemul omogen (66), iar K este marginea superioară, 
a termenului liber. Constantele W? depind de y şi se vede că W?(0) sint 
date de sistemul 


CQg(c*) Qo(c*) 
C ue 0) Fs, ds + WA y deo. 
«0 i «0 
Dacă presupunem îndeplinită condiţia P,(e") =0, j — 1, ..., k, re- 


zultá W? (0) = 0 pentru toti n. Vom serie mai departe W?(u) = uW? (u) si 
en (8s) = 2" (el + 2" (s), unde 2"(s) este soluţia periodică a sistemului 


dz (s) 
ds 
aleasá astfel ca 
(e (s)| <L sup {|F (s, 6)| +] a(c”, u)! 16 (s, €") |). 
e" (s) = Y Ms; +2" (8) + uz” (8). 
Funcția vuan (s) verifică sistemul 
dz (8) 
ds o 
F B (s, e") [2,1 (s — 9) n n-1(8 DR 1)] + HI, y EN y Y, WF Xs 


unde am notat H, , ceea ce devine H cînd 2 se înlocuieşte cu 2". Fie 
Up = ZIL" (8) — z2" (8). Avem 


du, 
ds 
+ B(s, c`) [7 (s —0) — 273 (s —0)] — B (s, €) [e (s — t) — 2 (s — 1)] + 


+ pH — Hp) tHe Y, Q7 7 —W?)x;- 
j 


= A (s, €) z (s) + B(s, €) 2 (8 — 7) + F (3, €) + a(c”, y)G (s, c) (71) 


Avem 


= A (s, €") 2(8) + B(s, e) 2 (8 — 7) + 


= A (s, Cc") yu, (s) + B (s, e") pu, (s — 1) + 


Dar 
2 (s —0) — 27 (s —0) = uz" (s —0) — per" (s —0) = uun- (8 —0). 
Rezultá 
du, e e e 
m uA (s, €') 4, (s) + y B(s, 0") 4, (s — 7) + y B(s, 0) v, .1(s —9) — 
—&B(s e) u (8 el +u (H, — Hua) + u Y, (77 Wi); 
deci j 


€ = A (8, e) w,(8) + B(s, e) u, (8 — 1) + 
8 


Sp B (s, c`) [una (8 — 0) — 4-1 (s da cl eis H, e H,4 T Y [W;" —Wi]x; : 
j 
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Fie b, = sup Ia, (eil. Avem 

H, = H le, z” (s), 2 (s —0), u], H,-., = H [s, 2" (s), 27 (s —0), u] 
deci 
|H,— H, 11 < L | 2 (s) —27(s)| + Lal 2 (s —9) —27(s—9)|] = 
=|p]L,14,-1(s) 1 + lu Lalua-a (8 —9) <lu] L bri. 
Mai departe 
8—0 
wils 20) — uae) d (0 at = 


» " (A (t, ein, 1(0) + BI ein, (t — 2) + 


+B (t, e^) [una (t —9) — v, 4 (t— 714 (H, .,—H, al + Y, (W; —W; >) xj dt 


deci 
(a, 1(8 —0) — Un- (8 — +) | < |p]| að | (D3 b, ,-- La b, ak 


+ |u| L; bn-2 + |u lLe Baa), 
lp] Ba = sup | W^ — W; |. 
2 


unde am notat 


Rezultă 
ER | < | u | În (b, + bn- EN | H Bii T Br)» 


b, < | H | La (ba EN D T | p | Baa Se Br)- 


Constantele y W? sint date de sistemul 


deci 


" V; (s, €`) {B (s, €) [2 (s — 0) — 27 (s — :)] + Hn- ds + 


Qo(c*) — 
tay ode Wt o. 
4 «0 


Notind W?'! —W;-«s rezultă 


alc") Co(c*) 
(var m 0) B(s, c) [er(s 0) — 2 (s —0) — 
y0 .0 

-a(s — 1) +0 (s —1)]d8 + ul" ims n) [H,—H,_,] de =0 
deci D 

Qo(c*) Qo(c*) R E 
XV An deeg t Ais ei B(s, eu, (8 — 0) — u1 (0— dat 

i 0 JO 


O(c") 
+ | Lis &')LH, — H, ,]de — 0. 
0 
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De aici rezultă 


| | B, < Ls [| | Lolbn-i F bn- + lu 1Br-1) + |u l Lio 5,1] 
deci 


Ba La (b, 4 + bn-2) + Liel ul Ba-1- 


Evaluárile obținute pentru b, și B, permit să se deducá pentru |y | 
suficient de mic convergenta uniformá a aproximatiilor succesive. Tre- 


cînd la limită în relaţiile care dau pe W? rezultă că W, verifică relaţiile 


Wu 


p. Y, (S, € "ni W [e(s — 9) — 2 (s — cl +1) ds + 


Qo(c*) LI 
+ yl y; x, ds W; = 0. 
i .0 
Conditia ca W, sá fie nuli se serie 


" Y, (s, AB e) Lo [2(s —0) — 2(s — 1)] + a! ds — 0. 
.0 u 

Dar 
2(s —0) — z (8s — 7) = Y M,[2,(s —0, 0) — z (s — 7, 0)] + 


+2 (8 —0) — 2" (s — 7) + u [2 (s —0) — 2" (8 — 7)]. 
Rezultă — 


C "Ais Bic ) uds (e — 0, c*) — als — T, c )] +2 (s — 0) — 


(72) 
— 2 (s — t) ds 2 x ili p; (s, el B(s, e€') [2' (s —0) — 2" (s — 7) + H]ds — 0. 


Pentru u — 0 această condiţie devine 


Po h; (s, e) ole, 0) T B (s, e) [Y M, 2, (s — r, e”) d D (e ER DA ds T 


alc") 
+ | V;(8, el B(s, c)H ds — 0, 
0 


e' 


unde 
H = H [s, H M, z,(s, €") + & (8), A M,z,(s — 7, c) +2 (s — 7), 0], 


iar 2" este soluţia periodică a sistemului (71) în care « (c', ul este înlocuit 
cu «(c', 0). 

Aceste condiţii permit determinarea constantelor AM. (0) gi a (c^, 0), 
una din constantele M;,(0) fiind luată nulă. O dată M, (0) si «(c', 0) 
astfel alese, condiţiile (7 9) permit determinarea, pe baza teoremei functiilor 
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implicite (dacá jacobianul corespunzátor este diferit de zero), a functiilor 
Mi; (u) si «(c', u) astfel încît W;¡(u)=0. Se obţine atunci soluţia 


2($, u) = Y M; (u) 2,(8, €) + 2 (s) + uz" (8) 
a sistemului (68). 
Punind 
y (S, u) = p(s, €) + y 2(8, u) 
Şi apoi 


t 
x(t, => d 


sîntem conduși la o soluţie periodică a sistemului (60) cu proprietăţile 
cerute. 


8 13. SOLUȚII APROAPE-PERIODICE LA SISTEME CVASILINIARE 
CU INTIRZIERE 


Pentru sistemele cvasiliniare eu parametru mie vom indica o nouá 
metodá de demonstrare a existentei solutiilor periodice. 

n problema soluţiilor periodice această metodă conduce la rezultate 
mai slabe decît cele pe care le-am obţinut mai înainte, dar avantajul ei 
constă în faptul că se poate aplica și la demonstrarea existenţei soluţiilor 
aproape-periodice. Rolul esenţial îl joacă următoarea : 

LEMĂ. Se consideră sistemul 


da(t) _ y 


F c (t -- 8) d, n (t, s) d- f (0), (73) 


unde y are proprietăţile precizate $n $ 3, iar f e mărginită pentru t> 0. 
Dacă soluţia banală a sistemului omogen corespunzător este uniform asimpto- 
tic stabilă, atunci toate soluţiile sistemului (13) sînt mărginite pentru t > 0. 
Observaţie. Această lemă se prezintă ca o reciprocă a teoremei 4.15. 
Demonstraţie. Pe baza teoremei 4.4' există o funcțională V [t, o] defi- 
nită pentru orice t > 0 pe spaţiul funcţiilor o continue pe [—7, 0] cu pro- 
prietátile : 
Y fel? <V [t o] « Kill; 
2 |V [t p] — V [t p2]l Ki (ll + Il pall) loy — Pell ; 


3° lim sup V[t--h, y(tth+s; to; 9)]— VIt, y(t+8; to, p)] < 
h0 + h 
« — ily (t+ s; to, e), 


unde y(t; to, p) este soluția sistemului omogen care pe [to — T, tol 
coincide cu ọ. 
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Tinind seama de formula (18) rezultă evaluarea 
| e(t hs; t atts; to, pl<Lllr(t+8; to, allt 
| +hL¿M, M= sup If)! 
i 
(et hin t, (1485 to, 9)) —V (Et hr 85 t, alt+s; to p)) 1 <h b, M. 
Rezultá 
| V[t cc 21 3c h E850, c(t 8519, 9))] —V[t-- h, y + h+8;t, o(t4 


+ 8; to; 9)]lI <E (21, | 1(t+8;t0, 9)ll +h La M)h L, M 
deci 


e eg Ee IO, 
h->0 + h 
« —la(t+s; to, e)I? + LM] a(t +s; to, ll 


Fie acum z(t; 0, p)o soluție oarecare pentru care funcţia inițială 
verifică relația V [0, p] < K,L?M?. Demonstrám că pentru orice t> 0 
avem 


V [t, r(t +8; 0, p)] <K, L? M*. 
Dacă acest lucru nu ar avea loc, ar exista t, > 0 astfel ca 
V[t, a(t +s; 0, p)]> K,LM 
gi deci ar exista 0 < t < t, astfel ca 
V [t,, s(t +8; 0, p)] =K, L? M? 
gl 
V (t, r(t +8; 0, p)] > K L? M? 
pentru t, <t<t,. De aici rezultă 
V [te +h, 2(t.+h+s8;t2, c(t 3-850, 9))] — V [t5, (t9 +8;0, q)] 
şi deci 
lim sup V [t5- h, z(l5 I -h -8 565 ,2(06,3-850,9)) ] — V [t5 £ (£53-8 5 0,9)] 0. 
h-.04- h 
Pe de altá parte, 


lim sup Vita +h, x (t, + h 0-850, 9) — V [tan x (t, + 8;0, SU < 


h-904- h 
« — |o (ta + $50, 9) 11? + LM || x (t 4-850, q) || = 
= |æ (t + $350, e) || C— læta + s; 0, p)ll + LM). 


V [ta 2 (ta + 830, 9)] = K, L? M? 
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gi 
V [t, 9] « K, || oll? 
rezultà 
K,L? M? Kit, + 550, o) j?, 
deci 
let, + s;0, p)112 > I2 M? 
sau 
læ (ta + $50, 9) > LM. 
Rezultă 
im sup DD Zb zi Bas 0, 9] — Y [as ea + si 0, 9)] o, 
h>0+ 


Am ajuns la o contradicţie, deci 
V [52 (£4- 550, 9) ] « K, 1? M? 
pentru toti t > 0. Dar V[t, 9] > lef, deci 


lz(t4- 550,9) < VK, LM = KM. 

În acest fel lema e demonstrată. 

TEOREMA 4.29. Fie în sistemul (13) funcţiile y și f aproape-periodice 
în t (m aproape-periodicá în t, uniform în raport cu s). Dacă soluţia banală a 
sistemului omogen corespunzător este uniform asimptotic stabilă, atunci siste- 
mul (73) admite o soluţie aproape-periodică. Această soluţie este evident unică 
şi verifică o evaluare de forma | xo (t) | < KM, unde K depinde numai de 
sistemul omogen, iar M = sup |f]. 


Demonstrație. Conform lemei precedente, soluțiile sistemului (73) sînt 
mărginite ; fie u(t) o astfel de soluție. Scriem 


a but ou = u(t + 0 4- s) d, n(t+0, s) E f (t+ 0) — 


—Q0 


A u (t + 8) d, (1,5) — f (0) sl [u (t + 0 + s) — u(t + s)]d, s (t s) + 


0 
ch eet ot oa, bont 9,9 — (59) (59) — F. 
Fie y (t) soluţia sistemului omogen care pe [—-, 0] coincide cu 


u(t + 0) — u(t); notăm v(t) = u(t + 9) — u(t) — y (t). 
Avem v(t) =0 pe [—r, 0] si 


"e dE u(t +0+s)d, [n (f--0,5) —n(t, 8)] + 


—Qo 


T f (t+ 9) — f (t). 
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Pe baza formulei de integrare prin párti, 
EI + 0+s)d,[n(t+ 8,5) — nít,s)] = u (t + 0) [n (t + 0,0) — 
— y (t,0)]—u (t+ 0 — 7) [n (£ + 0, — 7) — yn (t, — 1) ] — 


-V EIERE [n (t + 0, s) — v (t, s)] de. 


e —T 


Fie M,—sup |w(t)| , M, = sup 


LAU, | . Rezultă 
dt 


V ult + 0 + 8) d, (att + 0, s)— y (t, 8)] < Min (t+ 0,0) — x (t, 0) | ge 


Lia + 0, — 7) — n (t, — 7) |) + Ma7 sup | n (t + 0, 8) — y (65 8)]. 


Fie M, = max (2M,, tM., 1} şi 00 


E 
— aproape-perioadà. 
4KM, proape-p 


comuná a functiilor y gi f. Atunci 


E 


4KM, 


E 
Intt 0,8) — n (t, ail < IKM, y If +0) ftl < 
Tinínd seama de lemá, rezultá 
| e(t | <E Of, sup (|n (t+ 0,0) — 9 (1,0) + |n (£4- 0, —7) — 7 (t, —7)|)+ 
+ M;csup|n(t + 0,5) — n1t,s)] + sup|f(t + 0) —f(0 | 


deci 


3e 
v(t)| < Klang, — Mio ds E Jem 
ER ( IKM, * LEM, 4KM, 


Prin urmare 
alt + 6) — u(t) — y(i) | < “Ë pentru t> — «. 
Pe baza ipotezei făcute asupra sistemului omogen, există T (e) cu 


proprietatea că t > T implică | y (t) | < A 


De aici, pentru t > T, deducem 


(unt + 9) — «(t)| < e. 
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Rezultă că pentru orice e > 0 există l (s) si T (e) cu proprietatea că 
în orice interval de lungime l există 0 astfel ca | u(t + 0) — u(t)| <e 
dacă t > T. Aceasta înseamnă că soluţia u (t) este asimptotic aproape-pe- 
riodică. 

Atunci u (t) = x(t) + o (t), unde z, (t) este o funcţie aproape-perio- 
dică şi lim c(t) = 0. Avem 
i— ao 


a n I0. = a 4-8) d, n (t,8) +f(0 + Y o + s) d, 7 (t, 8). 


Deoarece w (t) tinde către zero cind t>00, rezultă 


im c (t +8) d, » (t, s) =0(cñci V o (t + s) d, n (t, s) | < 
< sup | c (f ) Vs (t, cl 
Deducem ] 
CAPIT avt R9 ail rm 


gi existenta solutiei aproape-periodice este demonstratá. 
Din |«(t)| < KM rezultă |2,(1) | x KM + | o(t)|. Fie e > 0;din 


lim «(t)=0 rezultă că există T > 0 astfel ca pentrut> T săavem 
l— ao 


| o (t)| < > deci | xo (1) | SKM + -; pentru > T. Fiet arbitrar ; există o 


3 — aproape-perioadá D astfel ca t + 0 > T. Atunci 


| £o (t + 0) | € KM + si | as (t + 0) — æo (t) | <=, deci 


|æo(t)| KH +e. 
Cum e este arbitrar, deducem 


| xo (t) | KH, 
Teorema este complet demonstratá. 
TEOREMA 4.30. Se considerá sistemul 


SC =| t (t + s)d,n (t, 8) +f(t)+ ug [t o(1+s), u], (74) 


unde n şi f sînt ca în teorema precedentă, iar g verifică o condiţie de tip 
Lipschitz în vecinătatea soluţiei aproape-periodice x,(t) a sistemului generator 
objinut pentru u = 0. 
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Dacă soluţia banală a sistemului 


dy (t) _ V 
dt 
este uniform asimptotic stabilă, există u, > 0 astfel încît pentru |u| < us 


sistemul (74) admite o soluţie aproape-periodică x(t, y) cu proprietatea 
lim z (t, u) = x(t). Această soluţie este uniform asimptotic stabilă. 
u-—>0 


y (t + s) d, y (t,s) 


Demonstraţie. Existenţa soluţiei aproape-periodice zx, (t) a sistemului 
pentru u = 0 rezultă din teorema 4.28. Fie 
e(t) = æ (t) — £ (t). 
Obtinem 


dz (t) Ges V z(t + s) d, att, s) + uZ[i, z(t + 8), u]. 


dt 


—QO 


Fie 2, (t) soluţia aproape-periodicá a sistemului 


SA =È z(t+s)d,n(t,s)+uZ[t, 0,0] 


si 2, (t) soluția aproape-periodicá a sistemului 


T - V z (t+ 5)d, n (t,8) + u Z[t, 2,1 (t + $), u]. 


—QO 


Aceste soluţii există si sînt determinate unic conform teoremei 4.28. 
Notind 

v, (t) = 2, (t) — 2,1 (t) 
deducem 
do, (t) — y 


dt v, (£ Leid, att, 8) + u {Z [65 2, 1(6 +8), u] — Z [6 2x 2 (3-85), ul) 


deci, tinind seama de teorema 4.28, rezultá evaluarea 
| vs (t) | «| u |EL sup [2,4 (t) — 2r-2 (t) | = | u | KL sup | v, , (0) |. 


De aici rezultă pentru |u | suficient de mic convergenta uniformă a şirului 

de aproximatii succesive. Limita acestui gir este o funcție aproape-perio- 

dicá z(t, u) cu lim z(t, u)=0. Punînd <(t, u) = x(t) +2 (1, u) se obține 
u0 


soluția aproape-periodică a sistemului (74). Stabilitatea soluției rezultă 
aplicînd teorema 4.6 de stabilitate după prima aproximație . Teorema este 
demonstrată. 

În cazul particular cînd y, f, g sînt periodice în t cu perioada w se 
obține un caz particular al teoremei 4.23 (aplicația). 
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Metoda de mai sus se poate aplica la sistemele de forma 
dz (t 
RW = X [t,£ (t), c(t —7)] + XA, [t, m (t), v (t — 7), u], 


unde X, şi X, sînt aproape-periodice in t, uniform in raport cu celelalte 
variabile. Presupunem că sistemul generator obţinut pentru u = 0 admite 
o soluţie aproape-periodicá Ze (t) cu proprietatea că sistemul în variaţii 
corespunzător are soluţia banală uniform asimptotic stabilă. Atunci pentru 
lu | suficient de mic sistemul admite o soluţie aproape-periodică, care pentru 
u— 0 tinde către soluţia banală. Punind z(t) = x(t) — x,(t) se obţine un 
sistem de forma 

dz (t) 

ue A (t) e (t) + B (t) 2 (t —7) 4-4, [t 2 (t), z (t—t)]+u 2, [65 2(0,2(t—1)] 


pentru care aproximaftiile succesive se construiesc după schema 
20 (t) == 0, 
dz, (t 
ti = A (t) 2, (t) + B (t) zx (17) + Zo[t, 2% 1 (8), 24-1(1—7)] + 


SL dE (0), 271 (t — 7)], 
2, (t) fiind aproape-periodicá. 


814. METODA LUĂRII MEDIEI LA SISTEME CU ARGUMENT INTIRZIAT 


În cele ce urmează vom prezenta unele rezultate privitoare la extin- 
derea metodei mediei la sistemele cu argument întîrziat. 
TEOREMA 4. 31. Se consideră sistemul 


E? =e X [t, x (t), z(t—r)]. (75) 


Presupunem că X (t, x,y) e mărginită pentru tE (0,00), TED, y €D, 


A 1 (7 
im 7 X (,2,y) dt=X, (2,9), ze D,y €D, 
0 


T— 90 
și în plus, pentru orice n > 0 există 8 (n) > 0 astfel încât 


ja —a"7| < è (n) ly —9" | <È (n) 
să implice 
X (t, y) — X (627,97) | « m |Xp(2",y) — X. (2, yl y. 
Presupunem de asemenea că sistemul 
dy (t) 


Se = X. [y (t), y (0)] (76 


434 TEORIA CALITATIVA A ECUATIILOR DIFERENTIALE 


admite soluţie unică verificind condiţia y (0) = x,. Dacă x (t,£) este o soluţie 
arbitrară a sistemului (75) cu z(0,2) = £ tar y (t, e) este soluția sistemului 
(76) cu y (0,c) = a atunci pentru orice T > 0 şi n > 0 există e — 0 
astfel încât pentru 0 < e < e, să avem 


E a 
Lei, ei — y(t ell a rejo, =: 


Pentru demonstrarea teoremei stabilim mai întîi cîteva leme. 
LEMA 1. Dacă 


T 
lim A X (t,x, y) dt = X, (x,y) pentru orice x € D,y € D, 
.0 


T>30 
atunci pentru orice pereche de funcții x (t), y (t), constante pe porțiuni, are 
loc relaţia 
i t 1 e m" ti zis "S 
im Val, zm goja = V xot os o at 
0 


£0 . 0 


Demonstratie. Avem 


ta t 

^l e € 

lim | X i ay di = lim e X[u, x, y] du = t, lim È X (u, x, y) du = 
€ e>0 Jo e>30 La Jo 


H Și 0 


ch 
= tn Xo (2, Y) = Y X (2, y) dh. 


e 


De aici 


lim] xp. T, da - Vx y). dt 
£30 e, E ti 
gi 
lim È ( HEEN 
E 


A i 
£30 i Im. 
Ti 51 arta 


Xo (2, Mel dt. 
1 


Cu aceasta, lema e demonstrată. 
LEMA 2. Dacă X (t,x,y) e mărginită pentru t € [0,co), x € D,y € D, 
și m, este soluția sistemului 


de (t) | e, X [t, z (t), y (t—7)], 
dt 


uw m» t " 
atunci din lim e, = 0 și lim z, A = Y (t) rezultă 
n- n> W 


n 


(presupunem că pentru toți t avem x, (t) € D). 


SISTEME CU ARGUMENT INTIRZIAT 435 


Demonstraţie. Avem pentru u >: 


v, (u—1) = da (u) GE y Za (t) dt = Ia (u) SCH y En X [t, Lo (t), V (t—1)] dt. 


De aici 


La ES — d = La (+ — » e, X [s, 2, (S), 2,(8—7)]ds, t>re 


En En 


——T 


Fie | X (t, 2, y)| < M pentru t € [0,00), xe D, y € D. Avem 


t 


2, E = d — y (t) — a, " — (t) — e, P X [s, 2, (5), 2, (8 —1)] ds. 


n s — — T 


EE 


Pentru orice t> 0 gi y > 0 alegem N (1, t) astfel încît dacă n > N (n, t) 


sá avem 
t 7 [- Y 
e, < min &|—|—9(t)| «—. 
B Gë >) vm 2 


Deci 


[y +. TM, tèr 


Atunci 


t 
el Jam < y pentru n > N (n, t) 


n 


8i lema e demonstratá. 


LEMA 3. Dacă lim e, = 0 și lim x i -]= y (t) uniform $n raport cu 
En 


n> 90 n— dei 


tin [0, T], atunci 


bh 
lim X 


eS Ze 


R La (=) c, în E d dt, = V X, [y (t), y (t)] dt. 


En En En 


Demonstrație. Avem 


(zf, 2, (2) 2, (Aen = V X, [y (0, y (0) a] < 


< y b. js. 2, SÉ E -:J dt, — Wi [y (4), y (4)] déi + 
EE 
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Dar 
Va dt, — U X, LT « 2M cc. 
0 


YO 


Fie ò (n) astfel ca pentru | z' — æ” | < 3,|y' —y"| < 3 sá avem 


X (t,x — X (t, 2,9") | <——>]X,(2 — X, (2, y" STONE Iute 
| X (t,£, y”) EWEN ap (£, y”) (£, y) | lom 


Fie y(t) o functie constantá de portiuni astfel ca 


|y (t) — F(t) | < è (m) pentru t € [0,7]. 
Alegem N (n) astfel ca pentru n > N (n) sá avem e, SE 
16 Mr 


« 8 (1), 0 [=== — v < 8 (yn) pentru e, Tr «ct « T. 
En 


t 
En 
Pentru aceasta e suficient să luăm pe N (n) astfel încît dacă n > N (n) 


sá avem 
H d (1) E | 1 

Sg E E TEE E 

16 M = ud Se OMS ol 


În plus, N (n) va fi ales astfel incit pentru n > N (y) să avem gi 


t 
v x RR 3 3 OI dt, ch X, D (5) 3 (5)] dt, 


n 


cn < min f 


ao al 
4 


pentru T «ux T. 


Atunci 
bh bh A eibh m. 
xp a [1 el? 3] X | y h y D| <p> ce, «t « T, 
h x Aue "| 
GRO a SEA, 10) < 127 


IX [y (6) 9 (1)] — Xo UJ (t), Y (t1)] | ctr 


Prin urmare 


d 

| a, E lg 2 X, [y (t), y ($9186 |< 
ch x B 2, Eni , La tue] dt, — V x la, y (t), Y (lan + 
- E E TE. En 
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Ta V HE y (tr), y (t) jas A x | EH: ul de + 
+ | ` 213, j (h), y (&) |t -V xu to, (4)1 44, | + 
t, t 
r | x, E 0,3 0146 —| X, [y (5), y (6)]44 |< 


"n 


<ó tatit; (zar -V dt | < 3- 
12 12 4 12 2 iJo Je 2 


În definitiv, pentru n>N (n) avem 


(x E z, Kc 2, KE — Jm Vx, [y (h), y (1,11 de, < y 


0 En En En e 


şi lema e demonstrată. 
y ve v TA Y) 
Să observăm cá am efectuat toate evaluările noastre pentru t > 21 


deoarece pentru 0 < t < Sg avem 


< y pentru toti n. 


tı 5 
0 


0 


Demonstrația teoremei 4.31. Avem 


æ (t, c) = To + (x [u, x (u), z(u—r)] du. 


t : 
Pentru t = —- obţinem 
E 


ti 


dë d = Lo + d A [u, x (u), x (u —:)] du. 
E 


0 
Facem în integrală schimbarea de variabilă v = e u. Atunci 


t : 
dës = Lo +| x|, (2) d a 3 dv. 
€ 0 € £ € 
Din faptul că |X | < M, rezultă că pentru 0 <t « T familia 


| a = d e egal márginitá gi are derivate egal márginite, deci este egal 
E 


continuá. De aceea familia [a (+ d e compactă si pentru orice şir ie A 
E 
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cu lim e, = 0 se poate găsi un subşir (e, ) astfel ca lim £, E , d = Y (t), 
IT BL 


H 90 


convergenta fiind uniformă pe [0, T]. Atunci y (0) = x, şi din 


t, h d d d 
sl d = Lo + | X E cuz IER ==) 40 


“0 k 
obtinem pe baza lemei 3 cá 
t 
y (&) = a + È Xo [y (0), y (0)] de. 
+0 


De aici rezultă că y (t,) e soluţie a sistemului 


y (t) = Xo [y (t), y (0)]. 


Deoarece aceastá solutie este prin ipotezá unicá, deducem cá pentru orice 
gir e, — 0 există un subsir e,, astfel ca 


A M v H t D e D 
Dar aceasta inseamná cá lim s|, d = Y (t,) si deci pentru orice 
e>0 € 


y > 0 există e > 0 astfel încît dacă 0 < e < ey, atunci 


E 


dec e) — IER pentru t, € TO, T]. Fie pL. 
E 


Avem | z (t, e) — y (et)| < y. 
Notám y (et) = y (t, e). Rezultă GE (t, e) = EN (ect) = € N (et) = 
TUN dt^ dt dp em 


= € Xoly (st), y (st)] = e X, [y (t, e), y (t, e) ], deci y (t, e) este soluţia siste- 
mului (2) si y(0, e) = y (0) = ao. 


Teorema e demonstrată. 
TEOREMA 4.32. Se consideră sistemul 


LEO = eZ [t, z(t), ter), el, (77) 
dt 

unde Z(t,u,v,c) are derivate parțiale continue de ordinul întâi si 

Z (£4- T, u, o, e) = Z(t,u,v,c). Fie 


T 
Zo (3, v, e) el Z (t, u, v, e) dt 
T Jo 
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si Y o soluţie a ecuației Zq(u,u,0) = 0. Dacă valorile proprii ale matricii 


dal, Qo, 0) T 9Zo (30, E, 0) 
du dn 


au părți reale negative, există e > 0 astfel încît pentru O <€ < £p 
sistemul (17) admite o soluție periodică de perioadă T care pentru e>0 
tinde către CH. 
Si demonstraţia acestei teoreme va fi precedată de citeva leme. 
LEMA 4. Fie H, si H, matrici pătrate de ordinul n. Presupunem 
că valorile proprii ale matricii H, + H, au părți reale negative. Atunci 
există Y. > 0 şi e, > 0 astfel încît dacă 0 < e < So rădăcinile ecuaţiei 


det (e H, + eH, e — Er) —0, 
unde E este matricea unitate, verifică inegalitatea 
(Qe T «; — € Yo 
Demonstraţie. Punem r — cs. Ecuatia ia forma 


det (et, Lef, e* — BEes)=0 
BOU 


det H, + H,e **—Es)=0. 
Dar 


H, +H,e-**" — Es = H, + H, — Es + H,(e—* — 1). 
De aici rezultá cá 
det (H, + H, e" — Es) = det (H, + H, — Es) + (e= —1)f(s, e) = 
= g(s) + (e-*** — 1) f(s,c). 


Ecuația g(s) = 0 are rădăcinile cu părţi reale negative, deci există 
Yo > 0 astfel ca in semiplanul (Qe 2 > —yo să nu existe rădăcini ale ecuaţiei 
g(s) — 0. Considerám conturul care contine portiunea din dreapta Rez — 
= —Yp pentru care |Z«2| < R şi arcul de cere de rază KE situate in semi- 
planul Rez > Yo. Deoarece in interiorul acestui contur g(s) e regulată şi 
nu are zerouri, variaţia argumentului pe contur e nulă. Atunci, pentru e 
suficient de mic, va fi egală cu zero şi variația pe acest contur a argu- 
mentului funcţiei g(s) + (e-*** —1) f(s,z). De aici rezultă că există e, astfel 
încît dacă e < eg, ecuaţia dată să nu aibă rădăcini în interiorul conturului 
considerat. Să arătăm că dacă R e destul de mare, ecuaţia nu poate avea 
rădăcini în semiplanul Rez > —y, în afara acestui contur. Dacă s e o 
rădăcină a ecuaţiei, există un vector c astiel ca 


(H,4-H,e—)e—8c; 
dar 


| ent Leen, |8 |ljel = || (H1 Ho e *)el«l H, + Hoe 77 || lel < 
< (IH, + Il e ei lel] «M lei 
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deci |s| < M. Cu aceasta lema e demonstrată, deoarece dacă 


Res < — Yo 
rezultă 


LEMA 5. Dacă numerele caracteristice ale matricii H, + H, au 
părți reale negative, există o funcțională V cu următoarele proprietăți : 
1° V[ o] e definită pe spațiul funcțiilor continue pe [ —er,0]. 


2 Welte vte1« Sch: er 


1 
Yo 
4° Multimea funcţiilor pentru care V[p]< C e închisă şi convexă 


5 lim sup EE i= 1l jel: pentru cei RR 
h0 + h 2 


2EY0 


Vei] — VEes]l Za [14 teal ziell a — val 


loll < (€o), unde 2(t "Lal e soluția sistemului 
& (t)=< [E +4 (t, 2 (t), 2(t—er), e)] (H, 2(t) 4H 22 (t1—e7) + B[2(t),2(t—er)]; 
unde 


| A (t, u, v, €) |< M, e? 
pentru 


t> 0,|u|+iv| <M, 
|B(u,v) |< M, [(Ju]+ wI} t’, 8 > 0, pentru |u| +|v|< Mo. 
Demonstraţie. Considerăm sistemul 
y (t) = £ {Huy (t) + Hay (t — £1)} . (78) 


Dacá numerele caracteristice ale matricii H, + H, au párti reale 


Y Y “vo vv eis 


= 0 verifică inegalitatea Per < — ey, pentru 0 < e < eg. Dar atunci, după 
cum se ştie, soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă 
şi avem pentru orice soluţie evaluarea 


| y(t; tos p) | < K eso [Lo || 
pentru 


t> to Yo < y1 arbitrar *). 
Fie 
rei ly +s; pedt + supli y (o +s; ell, 
. 0 oz 


*) Vezi rezultatele lui N. N. Krasovskt expuse în anexă. 
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Am notat y(t;p) soluţia sistemului (78) care pentru —er<t<0 
coincide cu ọ(t); peste tot în formulele noastre sc —e-, 0] si 


Iy(t+8; o) - suply(t4-s5;9)l. 
—ETSSSO 


Deoarece integrala e pozitivă gi y (s ;p) = o, rezultă că V [9] > el, 
Pe de altá parte, 


Iy(t +8; p)l] K e [| pl] 
deci 


eo 5 1 
V e] < Kiel eur K* pol? = K*(1 +2) tert. 
, 0 


€ Yo 
Fie 
0, > 0 
gi 
1 K 5 
T (9) =—m —; 
¿Yo H 
dacá 
lel < ò t> T (1) 
avem 
(att, 9)] —7m 
deci dacá 
(ol < Sy 
Şi 
: db In 2K 3, 
¿Yo | ell 
avem 
2 
lylo 4-8; ep < PL 
gi 
sup Tute +s; q)11? = suply (s +8;p) 11? =|y(s'+8; p)11?, 
020 e cc 
ro lili 


deoarece Tute 4-3$;9)|? e o funcţie continuă de c. 
Mai departe 
| lylo +8 591) 11P— lylo + 592) 11?] = 
= (ly(o+s; ell +l y(o +85 q2)11) Illy (o +8 591) 11 — 
—l y (o +85 p) |< (lly(o +85 e) + ly (o +85 pa) 1) liy(o+s5 e — qa) II 
«2Ke"" (l| el + les Ke? ||oy— pall < Lo (leul + pel) llo — pell- 
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De aici rezultá 
sup (6 +8; eI? Wie +85 e)I* & Wis +a; 911 + 
La pill + lee) lex — pall<sup ly (o Les 92312420 (lead le: pall- 
In definitiv 


| suplly (c +85 2) 11? — Sup Joo + 8; 9I? | « De Iles] +! 2211) — all, 


| V[p1— Vos]! «V lyt +s; p1)11? — ly (£ +8; 2) 11%] dt + 
+ Lo (leul + ll eat] ox — all < Ze (lle ll + el e *'* dt ||e, — qall + 
+ Lo (lloll 4- || all) lex — pa 11 


deci 


(rte) V [oll & E | 4 pa Le Lille, — pell- 
0 


Am arătat cá functionala V[q] verifică condiția lui Lipschitz, deci 
V[o] e continuă si de aceea mulţimea V[p] < C e închisă. Sá verificám 
că e convexă. Fie V[o]« €, Hiel 
Avem 


Vir + (1 —2)95] = V ll (£4-8 5X 91- (1 —3) q2) 11? dt + 
0 
SR sup [ly (0+8; A+ (1 — A)p2)11*, 

y (£4-$5 X9 - (1 — 3) p) =M(t+8; q) + (1 —2)y(t+8; P2), 
Iy(t -- 8539 +(1— Me») <Aly (t +85 eI + (1 — 3)l gy (6-85 pa) ll, 
lIy(t +85 Ap, + (1 —2) 92) IP. < 
«9 | y(t4- s; pa) 1? +21 (1 —2)]| y(t +8; e) lly(t+85 v3) ll + 
+ (1 — Mil y(t+8;5 o3) IP <A] y(t+85 pll +H 3 (4—1) [lly (+85 1) 112+ 
+ly(t+85 2) 1121 + (1 — 3)9?]| y (t +8; q2)11* = 
= Ally (£4- $5 g) + (1 —A)ly(1+8; q2)11?, 
sup [ly (¿+38 ; Xo; + (1 —2)93) || C4 sup ly (£d- 391) |? - 

1220 t>0 


+ (1—2) sup|| y (t+ 8; elt, 
(20 
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De aici obtinem 


V DF 023) sde wes; leata 0 In tres oal? t 
0 . 0 


+ Asup lyts; 9) 4- (1 —2) sup lyts; Pa) l =A V[p,]+(1—A) V [p] < € 


deci V[ọ] < € e convexă. 
Rámine de demonstrat ultima afirmaţie a lemei. Avem 


V iyt +s; to 9)] —V ia +s; y(t +8; to, o) Pda + 
JO 
SUD lo evite; to, eiis = ly (tus; t, y(t+8; to, p)) 11? du+ 
02 . 0 
+supll ai 55 t y(t--55 tos PLÁ H tuts; do, I? du + 
02 „0 


+ sup | y(t+o+s; to; p) ll = | | glut s; top)? du-rsupigie-re; to, 9) |^. 
62 t 02 


Din faptul cá sup lly(s + 85t9,9)||? este o funcție monoton descrescătoare, 
rezultá cá se 


lim sup V [y (t +h +8 3 lo, 9)] m Vly (t +8; to, p)] <— att Les: ló; 9) ||2. 
h>+0+ h 

Considerám sistemul 
& (t)=e {H 2 (t) 44H, 2(t—er) +A [t, 2 (0, z(t—et)] (H,2 (0) +48, 2(t—er) + 


+e URL A [t, z(t), 2(t—er) B [2 (t), 2(1—er)]. 
Avem 


«(us t, elei + | e EE A1 Dh el; t 9) + Hs ele —ecl + Blăo 
t 
deci 
ER 
lz(u; t, e)I« ESO [z(0; t, e) do + MANI + ZA |B |d v. 
t 


Functia 


B* (v) «| B [2(0;t, 9), p(v— er)] | 
e continuá si deci 


tth 
| B* (o) do — &B* (1) 4- nh 


t 
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unde 
SE =0, B*(t) =| B[o(t), p(t— er)]] < 2Mllẹ |P +°. 


În definitiv obţinem pentru t «xv « t -h: 


12(v5t, 9) | « (et -- sh CM [lel] + 224, Liege La e 
de unde 


lle (€ +h+85t, 9)ll « {lol + S&&CM el] + 24, IL |o [| ** +n). 
Aceleasi calcule dau 


ly (tth 3-85 6 e)ll « {lell + eh M felten, 
Mai departe, 


th 
z(u; t, p)—y(u; t, di em] elv; t, p) —y(v; t, eil dv + 
t 


+ 2M M, hett {lloll + eh(M lloll + 2M 5 Lg [79 + Ln), e + 
+ 2e LM, hllp]P +4 + Le nh. 
De aici, pentru 4 « wu « t +h, 
alu; t, e) —4(v5t p) |< 
< eh (2M M, e* [llo] + eh(Mllp!| + 2M , Liege + Ln)je + 
+21 M,]pH:*8 + La) em 
si deci 
lz(t+h+8;t, p)—y(t+h+8;t, eil =sup |2(t+h+85t p)— 


—£17 BS D 


—y(t+h+ 8j; t, 9)l =sup| z(t +h +8; t, p)—y(t+h+8;t, p)|< 


—hsxssx0 


« ch (2M M, elle + eh(W el] +2M,L lll + + Ln)]e + 


+2 Mo llle + Ln) em 
De aici 


IV[z(t£d-h 4-856 p)1—VIy(t4+h+8;t, 9)]I « 
«n1 Ziel za xe ch SN, este ee + 
` 0 


+ 22 M5! [+9 + Ln) ein 
Deci 
a Viz (£ 3- h o 85 t, 9)] —V[y (£o- h o-85t, ol < 


h—0+ h 


1 
eT , + — P ie Mee lei + 22 M,119 *]. 
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Mai departe obtinem 


tim sup I-A cit sl Ve] — 
h-0 + h 
zn sup V[2(t 4- h -85t, 9)] — Vly(t - h 2-8; 6 p) a 
h-04- h 


+ lim sup Vliy(t+h+s; t, 9)] m Vie] < 4L, [ + "on, ez lol + 


h Yo 
1 
"left lil = — le 1 — an [e + — arare — 
O. 


1 
—ALM,L (e ent 
Yo 
Pentru e < e, avem 


(ale +=) Me <} 
Yo 4 


şi pentru ||pl < 3, 1 avem 


1 
ALMGL, (+ SÉ SE 
: Yo 4 
deci 
Bien V [e (t£ 4- h 4-85 t, 9)] — V[] < 


h>0+ h 


1 
= Se 


Lema e demonstratá. 
LEMA 6. Considerăm sistemul 
d (t)=e (LE + A (t, c(t), c(t — ev), eil LH, c(t) + Ha v(t— ex) + 
+ B (x (t), «(t — e7))] + € (t, x(t), x(t — ex), eil 
unde H,, H,, B sînt la fel ca in lema precedentă, A (t,u,v,z), C(t,u,v,c) sint. 
periodice îm raport cu t de perioadă T ei 


|4(t,u,v,2)| < M,e*, |O(t,u,v,e) | Mage" * , a < = 
Atunci sistemul admite pentru e > 0 suficient de mic, o soluție periodică de 
perioadă T care pentru e — 0 tinde către zero. 
Demonstraţie. Avem 
w(u; t, 9) — e(t) + eN {([E +4] [H v(v;t, p) 4H; q(0—e7) + BJ4-6) do, 


z(u 51,9) = e(t) + di [E + A][H, 2(» ; t, 9) +H, q(0—er) + B] do, 
t 
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|[z(u;t, p)—2(u;t, p) 1< eM, |æ (v; t, 9)—2(v5t, e) | der e*** Miel + 
„t 


+2M> Lien" eh + Ln eh + hM; ds, 
|x(u;tp)—2(u;t, 9)| < eh[Mze” + Me* [ol] 42M, Dll p]11+9] enn, 
Deci 
|a(t+h+8;t p)—2((+h+8;t, e)l «eh [My e'— + 
+ M ele + 2M5,L|| o] *5]1e91, 

|z(t+h+s;t eI «llz(t t h T 8;t p) ehe [My + 

+ Melo! +2M, LI ol * ^] « tll oll + ehk ) e”. 
De aici rezultá 

(rett 4- h o-85 6 e) — V [e(t - h 856 elle 

«n [i =) tete 2n nem h e M, ei + 


0 


+ M e*| ol +2M3L || 9 1p+9 Je 
map V [r(t4- h o- 850, 9) — V [2(£ 3- h o- 85 t, eil < 


h=0+ h 
1 
«21, (e+=) Malol [e + ele + elită 
0 


Obtinem în definitiv 
lim sup V [z(t - h 3-8; t, ell — V [o] « 2L, [ d =) AM, 9 || [e1 + 


1 
+ e lol + glet] — —- lle — I ol LI ei + Ma ele + 


1 
+ Male — — eil 


Pentru 0 < e < e, lloll Go avem 


1 
M, ell pl] + Mo p1p+* < ZA l| ell 


gi deci 
V [xz (t + h ;t — HR 1 
lim wp CU tirera gj el at, gl — Ie] 
h—0+ h 4 
Fie acum € = 32, V[9] < C. Avem V[z(t+s; p)] C € pentru 
t=0. Dacă există 0<t,< T astfel ca Fett + s; p)] > Oh există 
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0<t,< T astfel ca V[xz(t +s; p) =C şi Ví[x(t.+h+s; q )]>C 
pentru 0 < h < 3, deci 


Vleit, +h+>8; 9)] — Vio (ta +s; eil - 0. 


lim sup 
h>0+ h 
Dar 
lim sup Y 12 (l th + 85 9)] — Plot, +85 e] — 
R=0+ h 
— lim sup V [z (t, 3- h 3-85 ta, EE 9)] — V [t (t, +8; p)] < 
h>0+ 


1 
lait, +s; sl e leit te al 


Din V[t(t, + $s; 9)] = rezultă 


1 
c« xr za ei e 
2eYo 
gl 
lx (ta +8; p) 11? « € =ò, 

deci 

lt (t +s; €)ll « 3 
gi 

yc 1 1 V2Cy EN 
oft, Les: seen, ` ——lr(t. +38; < — — e 
| (ta + ; 9)I > 1 1| (ts ; P) ll < AK Viza 
K || 1+ 

22Y0 

De aici obtinem 
lim sup iel titeit stri eni EE E e 
h>30+ 


«|o (ta +85 p)l] [My e — Me]. 
Dar o < =, l — a > ed deci pentru e > 0 suficient de mic avem 


M, c-* — Malle — 0 şi ajungem la o contradicţie. 

Prin urmare, V[z(t--s$;9)] < € pentru toti te [0, T)] si 
Viæ(T + 5; 9)] « C. 

Am stabilit astfel că mulţimea închisă, mărginită şi convexă V[o]« C 
este aplicată în ea însăși de operatorul complet continuu U[o9] —z(T 4$ e). 
De aici rezultă că există un punct fix al acestui operator; acestui punct 
fix îi corespunde o soluţie periodică a sistemului, de perioadă 7. Calculele 
noastre arată că se poate lua C = O(e*), «' < 1 — 2« de unde rezultă 
că soluţia periodică obţinută tinde către zero cînd e — 0. 
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Demonstrația teoremei 4.32. Facem în sistemul (77) schimbarea 
z= D + b. Obtinem sistemul 
bt) = e B(t, b(t), b(t— e), e), 


unde B are aceleaşi proprietăţi de regularitate ca şi Z şi e periodică în t 
<u perioada T. Fie 


T 
B,(u, v, e) = ri B(t, u, v, c) dt. 
T Jo 


Evident, 
B, (0, 0, 0) = 0. 
Notám 
B' (t, u, v, e) = B(t, u, v, e) — B, (u, v, e). 
Avem 
L4. 
ri B' (t, u, v, s) dt = 0. 
Fie 
t 
B; (t, u, v, e) = | ent B*(s, u, v, e) ds. 
Avem 


B, (t, u, v, €) = | e? B'(t—6;u,v, e) do = 


0 


co (n+1)7 : 
— A, ech B (t — 6, V, v, £) e—n(o—nT) do == 


oo T T 
=}, ech e" B'(£—6;u,v,c) do = => | e" B" (t—55; u, v, e) ds. 
n=0 e 0 ass er 0 


Fie 
9 
B'' (c ; u, v, )=| B'(5; u, v, c) d£. 
JO 


Avem mai departe 


T 
B,(t; u, v, e) = : si es B'(t— s; u, v, e) ds = 


Lengt 0 


= 1 t—T A 
Eu) e^ en B (o; u, v, e) do = 
Ei t 


O $ P e 
A LN env B (o: u v e) do = 
3 3 
1-—e t—T 1 — e—n7 


e 
NUES AME [ere B'*] 
l—e-" 


t 
| en dB" = 
t—T 


t y e" t eg 
mr) er B" (c; u, v, e) do = 


(—T 1 — e~” 
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gn kė ** 
Epp (t, u, v, e) — e" e”? B" (t, u, v, e)] — 
e" (T 5 
EET ent—? B" (t — s ; u, v, e) ds = 
1—e7^ .0 


T 
= B" (t, u, v, e) — d | e” B'*(1— $8; u, v, e) ds. 


l— e" 0 


Dar B' are valoare medie nulă, deci B'' este o funcţie periodică, 
deci B'' e mărginită. Rezultă 


| B; (t, U, v, die M EM — 


ERN e ”T 


T 
| e ds = 2M. 
v0 
Sá observám cá 
t 


2 B, (t, u, v, €) = — | y eno» B' (s, u, v, e) ds + B` (t, u, v, e), 


dt —eo 
d * * * 
ze Dall u, 0, e) = — y B, (t, u, v, e) + B (t, u, v, e). 
Mai departe 
t 
E B; (t, u, 9, €) = Y ee SE B' (s, u, v, e) ds, 
Qu pee du 


d .. d d 
— B’ (s, u, v, e) =— B (s, u, v, e) — — B, (u, v, £). 
Qu Qu 


du 
Dar 
d 1(7 0 
— B, (u,v ———i — BIL u,v di 
Ju o (4; , €) EL (t, u, v, e) 
deci 
T 
EX 2 Six Ww, v, e) ds = 0. 
T Jo du 


e. e. wv [9] D d * . v . . 
De aici rezultă că matricea 2 B` (t, u, v, e) are valoare medie nulă şi deci 
d 


se pot repeta pentru ea toate calculele pe care le-am fácut pentru vectorul 
B' (t, u, v, e). In definitiv obtinem 


L B; (t, u, v, e) 


< Mi, 
du 


gi analog 


O. ss 
LG Bit u, v, Elle Ha, 


0v 
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Să facem acum în sistem schimbarea de variabile 
b (t) — h(t) + e B; (t, h(t), h(t), e). 


Obtinem 
OB; (t, h(t), h(t), 0 B, (t, h(t), h (t), 
lbi au ni dă ba h(t) + 
OB; (t, h(t), h(t), e) 
eB ht) = «B [t h(t) + e B;, h(t— e) + eB;, e] = 


= e By[h (t) + € B}, h(t — ex) + £ B}, e] + 
+ € B' [t, h(t) + eB;, h(t — ex) + £ B}, £], 
B, [h (t) + € Bas h(t — er) + £ B}, e] = Bo [h (t), h(t — er), e)] + O (£) = 
= H, h(t) + H,h(t — er) + B, [h (t), h (t — e7)] + O (e), 


unde 

ð d 

H, = — B,(0, 0, 0), H, = — B,(0, 0, 0), 

0u 0v 

deci din 
1 T 
B, (u, v, e) = 2t B (t, u, v, e) dt — 
ex Z(t, © +u, C 4 v, e)dt = Lo (E +4, E +v, e) 

obtinem 


d O O d O o 
H, = Lo(E, E, 0), H, = Zo (8, E, 0). 
du Qv 


B' [t, h(t) + € B}, h(t — er) + €B,, e] = 


= B' [t h(t) + £ B}, h(t) + £B}, e] + O(s) = B'(t, h(t), h(t), e) + O (e). 
Avem 
OB. 


OB, 
E + ECT +e 2 Juge EA e H,h (t—er)+e B, [h (t), h(t— e7)] 4 


+ e Em Ai, Am e) — e EI h(0 MD), €) + £O (e). 


db, OB" 
+ € 


[E+ cz ET — E 4- O (c) 


B' (t, h(t), h(t), e) — B; (t, h(t), h(t), e) a B; (t, h(t), h(t), eh 
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Fie n = e. Obtinem ín definitiv sistemul 
h(t) = e (LE +0 (e)] LH, h (t) + Hg h (t — er) + Bi [A (t), h(t — e7)]] + O (8). 


Acest ultim sistem verifică condiţiile din lema 6, deci pentru e > 0 
suficient de mic are o selutie periodicá h(t) de perioadá T care pentru 
c > 0 tinde către zero. Dar B; (t, u, v, =) este funcție periodică de perioadă 
T, deci obţinem o soluţie b(t) periodică de perioadă T care pentru e>0 
tinde cátre zero. Dar aceasta inseamná cá sistemul (77) are o solutie pe- 
riodicá z(t) de perioadă T care pentru e > 0 tinde către C^. 

Teorema e demonstratá. 

Sá punem in evidentá o consecintá a acestei teoreme. 

Considerám sistemul 


$ (t) = Xy (t, 2) + eX [t, c(t), x(t — ez), el, (79) 


unde X, şi X, sînt periodice in raport cu t de perioadă T. 
Presupunem cá solutia generalá a sistemului 


a (t) = X (t, x) 


e periodică de perioadă T. Fie x,(t, h) această soluţie. 
Facem schimbarea de variabile x = x,(t, z). Obtinem 


Lo (t, 2) , 0%, 02 
ôt dz Ol 
+ eX; [t, (t, 2(1)), 2, (t — er, z (t — scil 


= Xy [t, vs (t, 2)] + 


Dar 
Oz (t, 2) 


at = Aalt za (t, 2)]; 


to (t, h) este soluţia generală, deci matricea ES are inversá. De aici 
2 
obţinem 
02 


Dacă aplicăm teorema 4.31, obținem următorul rezultat : Fie C? o soluţie 
a sistemului 


Za (te, C, 0)= 5 V ul X, [t, v (t, Dh solt, DL OJdt=0 


0 02 
OZ) (€, E, 0) , AZo(te, €, 0) 
u 0v 
cu párti reale negative; atunci sistemul (79) are o solutie periodicá de 
perioadă T care pentru e — 0, tinde către soluţia s(t, C) a sistemului 


generator. Să observăm că în cazul cînd X, şi X, sînt analitice, acest re- 
zultat decurge din teorema 4.25 fără a presupune că intirzierea este mică. 


| X; [5 it 2(8)), mo (t — er, z(t — ez), el 


astfel ca matricea sá aibà valorile proprii 
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TEOREMA 4.33. Se consideră sistemul (79) și se presupune cá X, și X, 
sînt aproape-periodice în t, uniform în raport cu celelalte variabile şi cá 


au derivate parţiale continue pînă la ordinul al doilea inclusiv. Presupunem 
că sistemul 


t= X(t, 2) 


are soluţia generală zx, (t, h) aproape-periodică în t, uniform în raport cu h. 
Fie 
Z (t, U, Ù, e) = pan 
du 


Notám 


| X [t, 2,(t, U), 2,(t — er, v), e]. 


T 
Zo (u, v, e) = lim —| Z (t, u, v, e) dt. 
0 


— ao 3] 


Fie {° o solutie a ecuației Zo (u, u, 0) =0. Dacă valorile proprii ale matræii 
Eet ge, 0) + a, 46 C, 0) au părți reale negative, atunci există 
d d 


£, > 0 astfel încât pentru 0 < e < e, sistemul (79) admite o soluţie aproape- 
periodică unică, x(t, e) cu proprietatea 


lim z(t, e) = o, (t, E). 
GE 


Demonstraţie. După schimbarea de variabile x = x,(t,2) se capătă 
sistemul 
& (t) =Z (t, z(t), z(t — ex), e) 


iar după noua schimbare de variabile z = Q? + b se capătă 


"P = e B [t, b(t), b(t — ex), el. 


Notám 
T 
B, (u, o, e) = lim EA B(t, u, v, c) dt, 
Tc T Jo 
B" (t, u, v, e) = B (t, u, v, e) — By(u, b, v, e). 
Avem 
2 p un 
B, (0, 0, 0) = 0, lim | B' (t, u, v, e) dé — 0 
T=>00 T .0 
Fie 


t 
B. (t, U, v, e) =| esa B' (s, u, v, e) ds. 


«90 
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Atunci B. este o funcţie aproape-periodicá de t $i pe baza unei leme a lui 
N. N. Bogoliubov (Cap. III) avem 
| B; <2, 


€ 


unde lim ¿(<)=0. 
£0 


Facem noua schimbare de variabile 


b (t) = h(t) + e B, (t, h(t), h(t), e). 
Obtinem 


* 


| 0B, OB. ` 0B, . : 
h(t) + e teo Duke ER h(t) =eB,+€B". 


Dar 
B, [^ (t) s c B. (t, h (t), h (t), e), h(t — €x) + 
+ B. (t — er, h(t — er), h(t — £x), e), e] = B4Ih (t), h(t — x), e] + 
+ O (3 tel —H,h (t) 4H3(h(t—e7) + B, [h (t), h(t — e7)] + O (5 (2))+0 (2), 
unde 
Gs, 050), Hy —. (t*, t*, 0), 
du dm 
| B,(4,0)| «C BC v | 3-10], | B,(4,, 0,) — B,(U2, falls 
<B(lulrlal +l ual + lo) (14, — al + |u — vl). 
Mai departe, 
B*[ t, h(t) + e B: (t, h (t), h (t), €), h (t — ex) + e Bi (t — 
— ec, h (t — x), h (t — e7), e), e] = B "[t, h (t) + 
+ e B. (t, h(t), h (t), €), h (t) + e Be (t, h(t), h (t), eh el + 
+ O (s) +0 (£(s)) = B’ [t, h (t), h (t), €] + O (e) + O (& (9). 
Din 


H, = 


z B: (t, u, v, e) = P (t, u, w, €) — eB: (t, u, v, c) 


rezultă 
E B. [t, h (t), h (t), e] = B^ [t, h (t), h (t), e] — e B: [t, h (t), ^ (t), €] 


şi deci 


B’ [t, h (t), h (t), e] — 2 B. [t, h (t), h (t), e] = O (€ (s)). 
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d 


To - OB. SAI 


Mai departe, din 


0B. OB: 
ZS +22) < C1 (s) 


deducem 


= E + O (% (s), 


unde 
lim Z, (e) = 0. 
e>30 


In definitiv obtinem 
h(t) = cih (t) + e H,h (t — e7) + eB, [h (t), h (t — e7)] + 
+ eT [t, h (t), h (t — er), el, 


unde H, — DAD EC A, B, verificá inegalitátile 
Yu OU 


scrise mai sus, iar |T'(t,u,v,s)| < y(<) cu lim y(e) = = 0, T fiind aproape-pe- 


riodică în t, uniform în raport cu celelalte. variabile: 

Demonstrám cá pentru 0 < e < ep, acest sistem admite o soluţie 
aproape-periodicá unică, care pentru ez 0 tinde către zero. 

Din faptul că valorile proprii ale matricii H, + H, au părţi reale 
negative, deducem, pe baza lemelor 4 şi 5 că există o funcțională V[9] cu 
proprietățile : 


o 1 K 
1 P lel? < V [o] S lgl; 


: L 
2 IV Io] — V Lea] < — los l| + Iles He — qell ; 


3° lim sup LD ^ + 85 tos 9)] — V [y (t + 85t, 9) < 
h+0+ h 


< —ly (t +8; to, p) 117, 


unde y(t Zong) e soluţia sistemului (78). 
De aici, ca in demonstratia teoremei 4.28, se deduce cá pentru orice 
f(t) aproape-periodicá sistemul 


$ (t) =- H c(t) + e Hox (t — er) + f (t) 


admite o soluţie aproape-periodicá unică x(t) pentru care are loc evaluarea 


L 
|a, (| < — sup | f. 
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Fie h(t) soluţia aproape-periodică a sistemului 
h(t) = eH, h (t) + «H,h (t — ex) + eV (t, 0, 0, £). 
Avem 


[Ay eres) eco 


E 
Fie mai departe h, (t) soluţia aproape-periodicá a sistemului 
h(t) = H,h (t) + €H,h(t — er) — eB, [hr (t), hr, (t — e7)] + 
+ € P [t, hi 3 (t), h, 4, (t — ex), €]. 
Presupunem, prin inductie, 
| hia (£) | < 2L y (s). 
Atunci 
IB, [hia (8), ha (t — e7)]] < 168 L? y? (s), 

deci 


| ha (t) | < = c (16 B L? y? (e) Late = L {16 BL? y2 (e) + (e). 


Dacă y (e) < T deducem |h,(t)| <2 L y (s) si evaluarea este 
demonstrată. Fie l, (t) = hy (t) — h, 4, (t). Avem 
lesa (t) = c H, la (t) + €H, laa (t er) + 
+ € B, [hy (t), a (t — e7)] — € B, [hr (t), hia (t — e7)] + 
+ e T[i, h, (€), h, (t — er), e] — eT [t, hia (t), ha (t — er ), e]. 
Conform ipotezelor 
| e B,[h, (t), hy (6—e7)]—eBy[hr (t), hr-ı (t —e7)]] <16 € BL y (e) sup |ù; |. 


De aici rezultá 


L 
| Dica (t) | < — e(16BLr(e) sup | | +2 y (8)). 
E 
Avem |l | = | ho | < L y (e); presupunem că Il 3Ly(e). Rezultă 
Dea (t)] < L (488 L?y? (e) + 2y (s) ; dacă y(e) < a gr deducem 


Iza (0) | < 3 Ly (e) şi evaluarea e stabilită. 


De aici decurge convergenta uniformá a aproximatiilor succesive, 
deci existenta solutiei aproape-periodice a sistemului in h. Tinind seama 
de schimbárile de variabile efectuate, deducem existenta unei solutii 
aproape-periodice a sistemului (79) cu toate proprietátile cerute. Teorema 
e demonstratá. 
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8 15. ALTE TEOREME RELATIVE LA SOLUTII PERIODICE SI APROAPE-PERIODICE 
ALE SISTEMELOR CU INTIRZIERE 


Vom da in incheiere alte citeva teoreme relative la solutiile periodice 
si aproape-periodice ale sistemelor cu argument intirziat. 

TEOREMA 4.34. Considerăm sistemul general (52). Dacă pentru 
u = 0 sistemul admite o soluţie periodică x(t), de perioadă w > 7, uniform 
asimptotic stabilă, atunci pentru |u| suficient de mic sistemul (52) admite 
o soluție periodică z(t,u) cu proprietatea 


lim x (t, u) = 2, (t). 


Demonstrație. Fie Ut, operatorul definit de relația 
Uo p = æ (t +8, ou), 


unde x(t, oul este soluția sistemului (52) care pe [—7,0] coincide cu q. 


Vom demonstra cá Uk are un punct fix cu ajutorul teremei lui F. Browder. 
Nu restringem generalitatea luînd x,(t) = 0, căci ajungem la aceasta 
printr-o simplă schimbare de variabile care conservă proprietățile siste- 
mului. Stabilitatea asimptotică uniformă înseamnă existența unui număr 
8, > 0 gi a două funcții 3(<) gi T(e) astfel încît dacă ||o|| < è(e), - atunci 
a (t, 9,0)| « « pentru t£ —* gi dacă lo! < 9,, t> T (s), atunci 


Let, 9,0) < «. Fie 3,=3 E „0< < min Í So d EH t 


T = d Ò E d „m cel mai mic număr natural pentru care m w> T +r. 


: 1 
Fie S sfera ||| < 3,. Atunci Te, p,0)| < EE pE gi t> —r. 


Dacă |u| e suficient de mic, rezultă |æ (t, ọ,u)| <h pentru pes, 
— t [t< mo. De aici rezultă cá pentru o € $ avem ||U. || < ^ si tinind 
seama si de sistemul (52) rezultă că operatorul Ur este compact pe $. 


Din evaluarea obtinutá rezultá intre altele gi prelungibilitatea solutiior 
cu 9€S$, deci operatorul e definit pentru toti pES. Fie S, sfera ||o|| 7 gi 


1 
So sfera ||o|| « (3 n): Pentru |le||<n,t>—r avem |z (t, p, 0) | o 9, 


deoarece y <ò E Jl pentru |u | suficient de mic rezultă |z(t, p,u) | «93, 
pentru — - « t«; mo. De aici se deduce[U" P (S,) CS pentru 0<j<m, 
căci [U" P (o9) = z(jo+s, 9, u). [Din OESIE d t> —rt rezultă 


| z(t, 9,0)| < ln deci pentru |u| suficient de mic se capătă |æ (t, 9, u) | «1 
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dacá OSA Ji —T<t<mo, deci [UY Y(S,) CS, pentru 0 « j.« m. 


Din n <ò, rezultă că pentru 9€8,, t> T avem | x(t, o, 0) «ss d 


deci pentru |u| suficient de mie Jett, o, u)| < " i à dac PES,» 


m o —T<t< mo, adică [U* 7” (S,) C So. Condiţiile teoremei lui F. Brow- 
der sint indeplinite, operatorul U" are un punct fix, deci sistemul (52) 
are o solutie periodicá cu proprietatea din enunt. 

Definiţie. O soluție x(t) a sistemului general (2) se numeşte stabilă 
(T) dacă există 8>0 astfel încât sup |x(s) —x,.(s)| <S să implice 

i—1<:S 
lim sup |z(s) —zo(s) | = 0, oricare ar fi soluția x (t) a sistemului. 
ty mi X xl 

TEOREMA 4.35. Dacă f este periodică $n t cu perioadă « și dacă sis- 
temul (2) admite o soluție mărginită, stabilă (T), atunci ea admite o soluţie 
periodică de perioadă ko. 

Demonstraţie. Fie x(t) soluţia mărginită, stabilă (T). Considerăm 
familia de funcţii ep, (s) = x (s d3- no), se[—7, 0]. Avem |, (s)| <M si 
pentru n suficient de mare rezultă şi |$, (s)| <L(M), deci mulţimea. 
(op, (s)) este compactă. De aici rezultă că există n, si n, astfel ca. 
max |9«,(S) — qn, (8) | <ò. Fie n > n,,k —n,—m,. Considerăm soluţia z,(t+ ko) ; 

<s<0 


TS Sx 


avem max |2, (t + ko) — c, (t) | = max [Ly (s + 2,0 + ke) — ag (s 4- n40)| = 
—TS33S0 


0410—AZTSlx no 


—TS3S0 


= max | ay(s + Mg «) — as (s -H n, o) | = max | qu, (s) — Pm (s) | <3. 


Deoarece soluţia v(t) este stabilă (T), rezultă că 


lim max | z,(s + ko) — x (s)| =0. 
im i—T1Xsxt 


Din faptul cá mulţimea (e, (s) este compactă, rezultă că există 
un punct limită o: fie ọ* (s) — lim o,, gi z* (t) — $(t; 0, q” (s)). 
2290 
Atunci 
x* (t) = lim m, (t + n; o) 
jo 
deoarece 


t (t + n; 0) — a(t; 0, zx, (8 + N,0)) — 2 (8; 0, pa, (s)). 
Pentru ¿=s + ko obţinem 
lim x, (s + ko +n; 0) = 2* (s+ o). 


j>00 
deci 
lim qpr,+x (8) = 0* (s + ko). 
2— ao 
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Dar din 
lim max |z,(s + ko) — tos) | =0 
tæ t1S8S! 
rezultă 
lim max | Pnj+k (8) —Pn, (s)| =0. 
j- 00 —TtT[8 [0 
Din 


| Patr (8) — p (S) | < Ios (5) — Pa (8) 1 +1 qn, (s) — e* (8) | 
rezultă 
lim o, (5) — e" (s) 
2> æ 
si aceasta înseamnă că 
z* (s + ke) — er (s), 


deci solutia x*(t) este periodicá cu perioada ko. 
n acelagi fel se demonstreazá gi urmátoarea propozitie. 
Dacă sistemul (2) admite o soluție mărginită x(t) astfel ca 


lim [29 (t + o) — £ (t)] = 0, 


atunci el admite o soluţie periodică de perioadă w. 
Demonstrație. Multimea (e, (s) e compactă ; fie 


e (s) = lim 9, (s). 
2-90 
Din 
lim [z (s + nj o +0) — 2%, (s + n; e)] =0 
290 
rezultá cá 
p“ (s) ES lim Pati (s). 
De aici demonstraţia decurge ca mai sus cu k = 1: 
æ (63 0, e (5) = lim 2 (t; 0, 9) = lim 4 (50, gari). 
Dar 


€ (£5 0, q,) = Bo (tn; o) 
si deci 


æ (6,0, e) = lim 2, (t + n; o) = lim a (t + € + n; o). 
ke ao = ao 


De aici, pentru t=s + o, se capătă z(s+o 30, 9") = lim m (s + œo + n; o) = 
j>30 

= g(s;0,p*) = q'(s), ceea ce arată că soluţia x(t;0, p°) e periodică de pe- 

rioadá «o. 


TEOREMA 4.36. Dacă f este periodică $n t, orice soluţie mărginită 
și uniform stabilă a sistemului (2) este asimptotic aproape-periodicá. 
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Pentru demonstrarea acestei teoreme avem nevoie de o anumitá 
pregátire. 

DEFINIŢIE. Fie U o transformare continuă aunui spaţiu metric în el 
însuşi. Transformarea U se numeşte asimptotic aproape-periodicá în punctul 
p, dacă pentră orice e > 0 există întregii pozitivi l şi N astfel încât între 
oricare | + 1 întregi pozitivi consecutivi să existe cel puţin un întreg t pen- 
tru care o(U* p,Ur*" p) < £ dacă n > N. 

LEMĂ. Dacă din orice şir de puncte (U* "m pj, (m = 1,2, ...) se 
poate extrage un subşir convergent uniform $n raport cu n, atunci U este asimp- 
totic aproape-periodicá în punctul p. 

Demonstratie. Presupunem cá U nu este asimptotic aproape-periodicá 
în p; atunci există e, > 0 astfel încît pentru orice cuplu LAN există un 
interval de numere pozitive L, y de lungime ! astfel încît pentru orice «€ L, y 
să avem o(U^p,U"** p) > e pentru cel puţin unn > N. Fie Li = Li, 
Şi h € Li; alegem pe h, întreg astfel ca ha — h, să fie în L, = Less, Alegem 
mai departe un interval Ls = L,,,, astfel ca vz > 2 (h, — h,); putem 
găsi un întreg h, astfel încât h¿—h, si h¿—h, să fie în L;. În general alegem pe 
La = IA astfel încât vai > max 2 (h, — h), vm+1 > va e sufi- 

1 e 


)x m 
cient de exemplu să luăm drept hm+ı — h, unul din întregii imediat ve- 
cini mijlocului lui Lm+ı. Considerăm şirul 


U"*^ p, U** p, ..., U" m np, 
conform ipotezei, din acest gir se poate extrage un subgir 
pU" p, U"* p, ..., Um... 
convergent uniform în raport cu n ; se poate deci găsi R astfel ca 
p (U7 "+s p, U*"** p) < e, pentru r > TE 8 =1,2,..., 


oricare ar fi n. Înlocuind pe n cu n — k,, rezultă cá pentru r > R, s = 
= 1,2,8, ... si n > k, are loc relaţia 


e (Ur —r p, U” p) < so- 
Notind k,,, — k, = 7,, avem 
e (0% p, U” p) < ey pentru n > k,; 


m+1Ym+1 


7, se află în intervalul Lm,,, corespunzător lui k,,,. Lăsăm pe r fix, cu r > 
> k și alegem pe s destul de mare pentru ca Vmr+s > k,. Notám N = 


= Vm +s. Avem p(U"i*p, U” p) < e, pentru n > N gi «€ L,, ceea ce 
contrazice felul cum au fost alese intervalele Lix . Lema este astfel de- 
monstrată. 

Demonstrația teoremei 4.36. Fie x, (t) o soluţie mărginită, uniform 
stabilă a sistemului (2), po(s) = Zo(s), SE[—7,0]. Există Ziel astfel ca din 
Idi + s) — 4 (u)|| < è să rezulte leit: tes Y) — 2, (1) | < e pentru t> t. 
Pentru t = no deducem cá |z(no + s) — Y (4) || < 8 implică 
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| 2(£; no, $) — 2 (t)| < e pentru t> nw şi deci 
ælt + no; nw, Y) — mlt + no)| < € pentru t > 0. 

Dar 2(t+ no; no, Y) = tt 0, OT, unde A (s) = q(no +8), s€ [—7,0], 
deoarece în ambii membri avem soluții ale sistemului (2) (din cauza ipotezei 
cá f e periodică), şi cele două soluții coincid pentru té [—-,0]. Prin 
urmare, din 

| £o (no + s) — y” (s)l] < è 
rezultá 
| æ (t, 0, y) — To (t + n0)| < e. 
Considerăm operatorul Up = æ (s + w; 0, 9). Avem 
x (t;0, U p) = 2 (4,0, x (s + 0,0, 9)) = c (t + 050, q) 
si ín general 
x(t; 0, Un y) = a(t + no;0, 9), z(s + no5;0, 9) =U” q. 


Din 
|| zy (No + s) — ail? 
rezultá 
|æ(t, 0, 9) — ag (t + no)| <e 
Şi de aici 


læ (s + k c, 0, Y”) — & (s + (n + k) 0) [| < e. 
Aceasta inseamná cá din 


IU” ey — hl? 
rezultà 


| U* y* — U*** gell < e, b —=- 


Fie h,, h,, ... un gir de numere naturale, lim h,, = co. Multimea (U^ Qo 


m=— oo 
este compactă datorită faptului că soluţia x,(t) a fost presupusă mărginită. 
Fie £, un subşir astfel ca 


lim U'» o, = q. 
M- ao 
Avem 
|U m py — D eo || = ID Ung — U' el 
Pentru m destul de mare avem 
| U^" po — poll < 8 
si deci 
U^ e, — U gol < e 
pentru 1! > —.. Aceasta înseamnă cá 
€ 
lim OTT a Po = U' Qo 


m -> o 
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uniform în raport cu l, pentru l > Z, De aici pe baza lemei rezultá 


€) 
cá U este asimptotic aproape-periodicá în punctul e. Rámine să deducem 
că soluţia zx, (t) este asimptotic aproape periodică. Pentru orice yn > 0 


există | şi N astfel ca întrel +1 întregi consecutivi să putem găsi un 
întreg m astfel ca 


| U* py — U**" poll < n 
dacă n > N; rezultă 
Ia (s + no) — Ly (s + (n + m) o)l| < m. 
Fie t suficient de mare, t = t + kw, 0 <t < o; avem 
t (t-- $50, po) = c(t + ke 4-550, po) = 
= 0 (t + $50, 2 (ko + $50, po)) = c (t' + 850, U" po). 
Fie e > 0; există y > 0 astfel ca din ||p — V|| < y sá rezulte 


lc (t + 850,9) — 2(t-- 550, p) | <£ pentru 0 <t< o. 


Fie k > N (n); atunci |æ (t + s; 0,99) — s(t +t 8+ mo; 0, q.) l| = 
= lla (t + 850, U* 9) — x (t' + s;0 U**" o] < e deoarece 
|U* py — UF" el] < q. 
Prin urmare 


lo (t) — 2 (t + mo)| < e 
pentru t > ON +1) e. Multimea mu este relativ densă, deci zx,(t) este 
asimptotic aproape-periodicá. 


Fără modificări esenţiale în demonstraţie, rezultatele din $11, capi- 
tolul III, relative la perturbațiile singulare ale sistemelor neautonome, 
se extind la sisteme cu argument intirziat de forma 


- = f [t, Œ (t), s (t—7), y (t), y (t —7),&], 
(80) 
dee = g[t, 0, yt), ek 


unde f si g sint, în raport cu t, periodice, respectiv aproape-periodice (in 
cazul periodic, perioada va fi presupusă ca de obicei œ > 1). 
Pentru e = 0 se obţine sistemul 
dx(t 
250. — fls, a(t), e(t — 3, 9(0), y (t — 2,01 (81) 
g [t æ (t), y (,0] = 0. 


Presupunem că acest sistem admite o soluție [u (t), v(t)] periodică, res- 
peetiv aproape-periodicá. 
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Se noteazá 
U (t) = 9, [t, u (t), v(0,0]) 2 g, [t, u (t), v (t), 0] 
A(t) = fs —f, U(t), B, (1) = f. EK f. U (t — 7), A(t) — f, 
Bat) == fu,» Q (t) = Jus» 
unde derivatele parțiale sînt luate în punctul 
[t, u (t), u(t — 2), v (t), v(t — 7), 0]. 

TEOREMA 4.37. Dacă sistemul (81) admite o soluție periodică, respectiv 
aproape-periodicá [u (t), v (t)] astfel ca Lte < — u E și dacă soluția 
banală a sistemului 

dé 


u; 74080 + BE 3) (82) 


este uniform asimptotic stabilă, sistemul (80) admite o soluţie periodică, 
respectiv aproape-periodicd unică æ (t, e), y (t, e) astfel ca 


v(t,c) = u(t) + e£ (te), y(t s) = v(t) + en (65s) — eU(t)E'(t, e). 


TEOREMA 4.38. Presupunem că sistemul (81) admite o familie de 
soluții periodice de perioadă ou > ~q, [u(t,c), v(t,c)] şi că pentru soluția 


corespunzătoare valorii € = Ge avem ZS e —u£b. 
Dacă sistemul (80) admite o soluţie periodică de perioadă «w de forma. 
xæ (t, e) = u (t, Co) + el (t, €), 
y (t, e) = v lt, Co) + en” (t, e) — eU (t) E (t, e), 
atunci 


| 4i ZS Co) (4s (t, Co) n (t, Co) + B, (t, Co) UM It — T, Co) + f3 di — 0 
0 


pentru toate soluţiile periodice independente q;(t, cy) de perioadă « ale 
sistemului adjunct sistemului (82). 
Funcția a (t, 69) este dată de formula 


xx E , do (t, € 
2 (t, 0) = —Q8,«)g — | 


dt 
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ANEXÁ 


|. ELEMENTE DE TEORIA TRANSFORMATE: FOURIER 


Fie f o funcţie de modul integrabil, fe Li (—oo, + oo). Numim 
transformata Fourier a funcţiei f funcţia 


Q (a) = e—«t f (t) dt, « real. 


Stabilim următoarele proprietăţi : 
1? Funcţia O este mărginită, căci 


loto < ora E 


2" Funcția ® este continuă, căci 


[eh — 1 |= | cos ht —+ sin ht —1 | = | — 2 sint — 2 isin cos | = 
, ht , ht A hi , AM: 
= | 2 sin — || — sin — —* cos — | = | 2 sin — 
2 2 2 2 
de unde 
¡D(a+h, — 0 (a) | = y e— e*t f (t) dt e e= 5(y at| = 


y e*t (q — 1) f (t) u|«V | e* — 1| |f (t?) | dt < 


-—00 


«n (rm (ia Zéien OLEI (rm ||sin = [at + 
+2 rotas isoa, ro ALE |f (à) dt. 
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Pentru e > 0 există R, astfel încît dacă R > Rọ să rezulte 
e e ES € 
Y Isra <> iru 1a<o 
-—o 6 Je 6 
E 


Fixám pe R> RE, și alegem 5 (2) ege Rezultă cá 
sai Ir. 01 di 
.—R 


R 
dacă |h] < 3 (s), atunci |R | R| | IER in definitiv, pentru 


—R 
|h! < 9$ (e) rezultă | 6 (x + h) — © (a) | < e, deci O este uniform continuă 
pe toală axa 
3” Dacă fEL şi «tf (t) € Li, O' (a) existá şi este transformata Fourier 
a funcţiei — tf (t) : 
O (a+h)— (a) ` y q +4 (e—™ —1) 
DO ES ume G 


f(t)dt = y 975 — —. (y dt = 


—a h -æ 


= di ef, (f) dt, 


unde am notat a 
fa (t) = SE 
Se vede cá 
lim fa (t) = —$tf (0, 
[e 1| zs 
mie mi TT FII filet 


deci f; (t) € L1. Rezultă că putem trece la limită sub semnul de integrare 
şi obţinem 


D' (a) = — y e—" itf (t) dt. 


4” Dacă f' € L', fe Li, atunci transformata Fourier a lui f’ este ¿4 o (a). 
Avem, évident, 


FA) —f(2) = Y f (t)dti (teorema lui Leibniz-Newton), 


deci, deoarece TEL rezultă 
lim f (4) = 1. 
X Ae 
Dar fe Li si din 
lim f (X) =l, 
X-a 
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rezultă obligatoriu că 1 — 0. Putem deci serie cá 


$ (a) = — Y (t) dt. 


Mai departe 


Ta 


| e—i« f' (t) dt = lim y ef (t) di = lim [efe F 
E me * îi e 


+ ia| e f (t) o = 100 (a). 
DEFINIŢIE. Fie f,ge.L!. Functia 
ai A Zie-aiemiän | Swan 


se numeşte produsul de compoziţie al functiilor f şi g. 
TEOREMA 1. Dacă f,g € Li, atunci h e definit pentru aproape orice 
x real, h € L? și avem 


| ach EUR 
Transformata Fourier a lui h este produsul transformatelor Fourier ale 


funcţiilor f și y. 
Demonstraţie. Avem 


Iso ls as =g 1500102 ieri mg 
deci 

 fe-gamäel < Lisi 
deci B 


Y f(x —t) g (t) dv € Li Rezultă că V oh f (x —1)g(t) dx există si 


ai — 90 


( dt * f(2—1t)||g(t) [de < Ml | glt) ah ` | f (8) | dt. 


Functia fe másurabilá, deci f (x—t) e másurabilá în spațiul produs al va- 
riabilelor (z, t). Se poate aplica teorema lui Fubini şi avem 


a Y (et) poto rae = amy Lite? | 1g (t)! dt> 


—QO 


> (A (a) | do. 


— 00 
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Rezultá cá h existá aproape peste tot (teorema lui Fubini), 


8 di V fa — t) g (t) de = 8 da y f(x — 1g (t) dt, hera 


— 90 


gi 


(rwa <h (om oh |f (0) | dt. 


—90 


Mai departe 


y e—> h(x) dx = Y 


o O 


SC dal f(x —y)g (y)dy = 


—ao J—0 


— —ao 


=Y e" g (y) dy Y e—a f (2—y)da = 


oo 


= 8 e ay g (y) dy | e t f (t) dt. 


TEOREMA 2. Fie f,, Gei, Oo (a), Dz (a) transformatele Fourier co- 
respunzătoare. Atunci 


d, (y) f; (y)e D, 6, (y) hiet? 
si în plus 


| of dy =| D, f, dy. 


—oo 
Demonstraţie. Prima afirmaţie este imediată, deoarece “O, gi d, 
sînt mărginite ; 


8 O, (y) fa(y) dy = V Fa (y) dy V eet, (z) de = 


— 90 —00 


Ll ii V e— f, (2) f, (y) dy = 


— 90 —90 


ch de V e f, (2) fa (y) dy -V f, (2) och e— f, (y) dy = 


—QGo ==00. —ao 


= Y D, (x) f, (1) da. 


TEOREMA 3. Fie f € Li (| Lë Atunci DEL? gi 


S | 6 (0) [dz = 2x y |f (a) Pdo. 


—00 
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Teo E 
Demonstrație. Fie h(x) = ¡UN f(x + y)f (y)dy. Integrala există da- 
torită faptului că Te L?. Avem 


| h (2) ch If (£ +y) l? ol Fo *à «(V Um 2 a) en 


—oao 
deci h este márginitá. Functia h este si continuá, cáci 


(Ais + 3) —h(2) | — 


y Tei 8+y) fly) dy — 


mk Tiet y)f (y) dy 


—QO 


di [f(x + è +y)— f(x Ff « 


«V 11(0+3+9)—S(0+91-1F(9)ldy < 


«IU retur -retna V 


Uv .— 


— 1) 
Fw rat" 
Dar pentru funcţiile din L? avem 


Y (rie +y 4-8) fla +y) Pay - V |f + 3) — f (t) Pat 


oricît de mică dacă 5 e suficient de mie, de unde rezultă continuitatea 
funcţiei h. 
Mai departe 


ho) A ja + pina = f(« — 9f C—2) =ù f(a—2)g (2) dz, 


e — 0 —oo 


unde am notat g (2) = f (—2). 

Rezultă că h este produsul de compoziţie al funcţiilor f şi g, deci 
transformata Fourier a lui h există şi coincide cu produsul transformatelor 
funcţiilor f şi g. 

Transformata Fourier a lui g se calculează în modul următor: 


y e—>* g (t) dt = | e—ict f ( —t) dt = y ei f (s)ds = 0 (a). 
Rezultá cá transformata Fourier a functiei h este 
D (2) 0 (a) = | 0 (a) |? 
Fie y (1) = e-*". Avem 
y (1) = — Hemes — Bet 10 y (a). 
Notám 
Y (a) -V e—^ y (t) dt. 


.—o 
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Pe baza proprietátilor 3? gi 4" avem 


¿a Y (a) = V e y” (t) dt -24 eat ity (1) di = — 2 e$ Y (a). 


4 —Q0 —o 


Rezultá 
a Y (a) ` _ a 


S o le) Y (a) de 


deci 


2s : DE " 
Y (a) =00 =; C - (0) = ea El e” ay E. 


Rezultă 


Aplicám funcțiilor y si h teorema 2. 
Rezultă 
| | (a) e da = E | h (aje Ze da —2 E h (2 Ve aie dy. 


Pentru e — 0 obţinem 


8 | d (a) |? da = 2 Di h (0) ev? dy =2 Vrh (0) » er dy — 2h (0). 


u— 


Dar 
h (0) = y 


—Q90 


fof ty) dy = y | f (y) l2dy. 


-—-0 


Teorema e demonstratá. 


TEOREMA 4. Pie fi, f, € LAN L?, iar D,, O transformatele lor Fourier. 
Atunci 


V GG ATA Sch (9, 5, + 0, D,) dt. 
2T | 


wir 99 


Demonstraţie. Pe baza teoremei precedente, 


oo 1 oo 
| ff rai zd | O, + 9, |? dt, 


sau 


U (A faf at = Sak (0, + 0,) (5, + D,) dt. 
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Prin urmare 
V spare, Graz RHAI a= 


= DA | 0, äi + SA 
ES 2T 


TC —o0 


1 ao NE m 
| o, i? at i (6, D, + D, $,) di. 
21a 
Tinind seama de teorema precedentá, rezultá formula din enunt. 
CONSECINȚĂ. Dacă f, si f, sînt reale, formula devine 


ao ] eo — 
ja ee 0,9) dt 
—aæ T ao 


— 


e 


deci 
8 f, dis aV æ D, (a) D, (a) da. 
Dar 
data) - V e= falt) dt, 
deci mn 


Da) = y e f (t) di — 0, (—«), 


—90 


deoarece f, e reală 
Rezultă în definitiv că dacă f, şi f, sînt reale, 


| fi EEN Re D,(a) D,(—a) da. 


Dacă funcţiile f, si f, sint date numai pe [0,00), le prelungim cu valoa- 
rea nulă pe (—co, 0) si formula precedentă devine 


oo 1 oo 
| hf;dt— A Re D, (a) D,( —a) dx. 
0 2T wir 
Observaţie. Dacă f e definită pe (0,00) si e derivabilă, cu derivata 
în Li rezultă 


(e—a f (t) dt = e f(t) u chez f(t) at = — f(0) + i « D(a). 


.0 


ll. PERMUTAREA ORDINII DE INTEGRARE LA INTEGRALA STIELTJES 


In cele ce urmeazá vom reproduce o teoremá a lui H. E. Bray, 
relativá la permutarea ordinii de integrare in teoria integralei Stieltjes, 
care s-a folosit în repetate rînduri în teoria sistemelor generale cu intir- 
ziere. 
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TEOREMĂ. Dacă o(s) este continuă $n [a, b], y (x) cu variaţie mărgi- 
mită în Te, d], a(x, s) continuă în x pentru s Ela, b] și cu variaţie mărginită 
în raport cu s, uniform pentru xE Te, d], integr alele 


Veiga ates] arto) si V ot A) st nar) 


€ 


ua 
există si sini egale. 
Demonsiratie. Fie 


die A ple)ă, «(9 8), (5) = V x (a, 5) dy (a). 


Se verifică uşor cá d este cu variație mărginită si O este continuă. De aici 
rezultă existenţa celor două integrale. Prin calcul direct se verifică 
tormula 

n 


ME VE E [ro en - 


= Yo (s) DE (s Siaa) yltaa) — Y (0) — Y, ala, 8) tras) ea) | 
A na j=0 
Fie s > 0. Pentru diviziuni de normă suficient de mică avem 


V D(a) dv (2) — Y, 9(2) tr) — ra) |< 
LM Sain EE 
—Y 1 

Rezultá 
qa 2) dy( 2)— y yo saptea) — (s 84) | rte = te] 


La fel, pentru diviziuni de normă destul de mică 


| e( apte) — Y ets) LU (810) — Mell) 


X P (34) LP (5541) — 9(8)] — Y ole) Bai 25, 8:43) Er 0590) — ra) | — 
— E ala slt) — Y »| «t 


deci 


x (s) dy (s) — y o "| Je a (25, Sia) C (2541) — Y (05) — 


1-0 j=0 


-$ ata 8) tor (2544) — ra | 


j 
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În definitiv, pentru diviziuni de normă suficient de mică, convenabil 
alese, 


| olari -| papas, 


eC a 


deci 


(o àv (2) =È e()àq(9). 


vi 


Teorema este astfel demonstratá. 

Sá observám cá aceleasi calcule rámin valabile in cazul cind functiile 
care intervin au valori matriciale pentru care inmultirea este permisá. 
De asemenea se demonstreazá la fel formula de forma 
b d d 
y 0 [| etim seo Jas | 
eC 


a € 


v (s)d, E (a) n(a,s--a) da. 


Presupunind »(«,s) = 0 pentru s > 0, are loc formula 


b 


IO e (s) d, (a, $ — a) da — V „aj TEE EE 


a —A . —A a 
b b 
+ o (s)d, È y (9 nla s — ajda. 
Într-adevăr, ținînd seama de condiţia impusă lui y deducem că 


b 
| x(s)d,n(«,s — a) — 0 pentru a < «<b, 


a 


deci 


y æ (s) d, y (a, $ — a) |da séi y (a) 4 æ (s) d, (a, s—a)|da = 


« 4 a 


e: 


ch TOLA (0) nos a) da ch gd (a) y (a, 8 — a) da + 


e — a 


dE y t (s)d, | tz) at: — a) da = NI d, ais ny (a, s—a) da + 


“a a 


d Lon dÉ (a) n (a, 8 — a) da, 


a 8 


deoarece pentru $a şi a Ca Cs avem s — a 2 0 gi nas — a) =0. 
Ultima formulă obţinută este cea folosită în mod sistematic în teoria 
sistemelor cu întîrziere. 
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Ill. TEORIA STABILITĂȚII SISTEMELOR LINIARE STATIONARE CU ÎNTIRZIERE 


In cele ce urmeazá vom prezenta, dupá N. N. Krasovski, teoria 
generalá a stabilitátii sistemelor liniare stationare cu intirziere, bazatá 
pe teoria semigrupurilor. 

Se considerá un sistem de forma 


dx. n 0 
— = 2, (t + s) à; (s). 
dt H 8 d ý j 
Dacă dy,¿=0 pentru s + h, dn;¿=a;, pentru s — — 7;; se obţine un sistem 
de forma 
dz, 


Considerăm operatorul 7 (t) definit pe spaţiul funcţiilor vectoriale continue 
pe [—7,0] prin relaţia 


T (t) o =w(t+8; q). 


Deoarece sistemul este liniar, operatorul T (t) este liniar. În plus, 
tinind seama de faptul că sistemul este staționar 


T (t, +t) 9 — «(t +t +8; e) =at +8; alt +8; p)) = 
= T (t) 2 (t; +8; 9e) ^ T (t) T(t;) o. 
Într-adevăr, o dată cu x(t;p) este soluţie si æ (t + t2; 9) ; pe [—-,0] 
soluţia zit Lt: e) coincide cu zt 4-s ;9), deci z(t4-15 ;9) — c (t ;xt, +8 5€)). 
Punind aici t = t, + s se capătă relaţia pe care am folosit-o. 
Relatia 
T (t, + ta) = T (t) Tit), 12-0, 12-0, 


arată că T(t) formează un semigrup. 


Tinind seama de inegalitatea fundamentalá (3) din capitolul IV 
rezultá 


IT (t)e] «:e^lol, pentru t>0. 
Conform definitiei operatorului T(t), rezultá si 


lim T(t) — I, 


(204 


unde / este operatorul identic, iar limita este in topologia tare, adicá 


lim || T/t) e — el] —0 
(20 + 


pentru orice q din spatiul considerat. 
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Introducem operatorul infinitezimal generator al semigrupului, de- 
finit prin 
, 1 
Ag — lim —[T(£) q — 9]. 
£204 6 
Tinind seama de definitia operatorului T' rezultá 
men 
Áo —lim —[z($ 4-$; 9) — el. 
ES0+ £ 
Dacă q este derivabilă şi s < 0, pentru ¿ + $ 0 avem 
r(6+s;3p)= p(5 +8) 
şi deci dacă d (s) = A 9, avem 
C ; 
Y (s) = lim — [e (5 + s) — q (s)] = e” (s), 
E504 £ 
unde oe (s) este derivata la dreapta a funcţiei o. 
Pentru s = 0, z(£; q) este soluţie a sistemului, (0; el = e (0) 
si 


lim ¿le (E; 9) ere — 7 [0; q]. 


Conform sistemului rezultá 


0 
e [0;9]1=| e (8) dw (3). 


eT 


Prin urmare, operatorul A este sigur definit pe mulțimea funcțiilor 
care admit derivată la dreapta gi dacă q este o asemenea funcție iar y = 
= Á ọ, atunci 


yeso) —1<8 <0, 
TOA e (8) da (s). 


Să determinăm spectrul operatorului 4, adică mulțimea valorilor A 
pentru care operatorul A I—A nu admite un invers mărginit. Dacă x = 
= (A 1—A) q, atunci 


x (s) = A q (s) — e” (s) pentru —« < s < 0, 
0 
mem e (8) d y (8). 


Căutăm valorile A pentru care aceste relaţii nu pot fi rezolvate 
unic în raport cu e cînd y este dată continuă. 
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Prima relație dă 


p (5) = e e ce-o x (s)as. 


0 
Înlocuind pe ọ în cea de-a doua relaţie se obţine 


EE 


0 


E es -È eo X (c) de dy (s) E 
. 0 


—T 


E E | e% dn (s) ch IG «— x (c) déi dx (s). 


Deci pentru determinarea valorilor eg, se obţine sistemul liniar 


|| e" dn (s) — A E) | $ gea x (s)d d dn (s) — x (0). 


—T 0 


Rezultá de aici cá valorile A pentru care sistemul nu admite solutie unicá 
sînt soluţiile ecuaţiei 


det N 


uT 


e: dy(s)— XJ Esq). 


În cazul particular al sistemelor cu argument intirziat se obţine 
ecuatia 


det (a, ea 0,,) = 0. 
TEOREMĂ. Dacă spectrul operatorului A se află în semiplanul 
(Qe X « —Y, Y > 0, soluțiile sistemului verifică inegalitatea || ett + $59) < 


< Be! p|| pentru t> 0, unde se poate lua a = qy, 0 < q< 1 arbitrar. 
Demonstraţie. Fie z(t; p) = e” x (t; p). Avem 


de xt yt dz yt y 
EE 2(t; 9) Le EP = y 2(t;p)+e | € (t + s; e) dn (s), 
deci 
e 0 
SCH p) = y 2 (t3 9) + er e-Y**92(t--8; g)d n(s). 
Rezultá cá 2 (t;p) este solutie a sistemului 


— = Të oi z (t +s) e d y (s). 


—T 


Acest sistem definește si el un semigrup de operatori T,(t), al cărui operator 
infinitezimal generator este dat de : 

9' (s) —7«s«0 
Ap = i 


Y 9 (0) + 9 (8) e—" dm (s). 


—T 
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Pentru T, (t) are loc, la fel ca pentru T (t), o evaluare de forma 
| To (]] < e^. 


Aceleagi calcule ca mai sus permit sá se obtiná spectrul operatorului 
Ag. Se formează ecuaţiile 


x (8) = à q (s) — e” (s) pentru —« « s < 0, 
(mem em) p (8) em dx (8). 
Rezultá ü 


9 (3) = e, e^ — Ver x (c) do 


0 


100) = Dall [we - emm xao [enam (9 


0 


de unde se capătă pentru e, sistemul 


e | | etm d»()— (A — E) = ( 4 gra x (0) déi e" dn (s). 


u—T 0 


Prin urmare, spectrul lui 4, e dat de ecuatia 
0 
rel) e. d y (8) — (A —y) g|- 0. 


Se vede deci că dacă à aparţine spectrului lui A,, atunci A—y aparține 
spectrului lui A deci, conform ipotezei, Re (A—y) < — y, de unde rezultă 
(Qe AO. 

Prin urmare, spectrul operatorului A, se află in semiplanul Re A « 0. 
Tinind seama de evaluarea pentru operatorul T,(t) se deduce, pe baza 
unei teoreme generale din teoria semigrupurilor, 


A 1 Y +10 
T, (5) e = lim e R (A, 40) 9 da, 


- ao 2T Yı mio 


unde y, > Lo, q este derivabilă, iar R (2, 4,) este rezolventa operatorului 
Ag. Din calculele făcute pentru determinarea spectrului lui A, se deduce 
cá rezolventa se definegte prin formulele 


| | egd—no ONE] y | (eng Cd r je dn(eye— 


«0 


KO, Aalt = — (e 9 o (c) do, —T7«8-«0 


0 


Kë da (= | 8 | eL (2) arrano) 
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Din aceste formule tinind seama cá spectrul lui A, se află in Re à < 0, 
rezultă că pentru orice y, > 0 există P (y,) astfel ca | E (A, Aq) || < P(vys) 
pentru y, < Re Ae Lo + 1. 

Din teoria generalá a semigrupurilor rezultá cá 


E (4,44) 9 — — E + rt E Aal 45 € 


pentru toate functiile p care aparţin domeniului de definiţie al lui A, şi A3. 
De aici rezultá cá pentru funcţiile din domeniul lui Aj : 


Ya tiw 

T(E) p lim A er ROA) paa 
o> 9 rå Yiv 

pentru orice y, > 0. Înlocuind expresia rezolventei deducem 


Yati 
mol Li o Arti 
Yoi 


(0— oo 2 T? Vaio 


e C. ex R (5, A,)A29 ol 


à 22 
Ya—io 
Din aceastá formulá se obtine evaluarea 
| To (5) ell « 1] Ao e || + Pa || 45 oll) enter, 
unde f > 0 e oricît de mic. 


Să demonstrăm acum că funcţia 2 (3 t + $; 9) este, pentru orice o 
conținută in domeniul lui 43 si în plus există N,, N, astfel ca 


| Ao 2 (3t + $5 pl < N lll, 1145 2 (3 7 +85; p) < Nall ell. 
Intr-adevár, solutia 2 (t;p) este pentru t > 0 derivabilá, iar din 


sistem rezultă că z este continuă pentru t > rt. 


De aici rezultă 


d? ° d 
2 Se dz «d 2 (t + 8) —" d a (e) 
di? di cse di 


pentru t > 2r. 


Prin urmare 2 (37 + 8; 9) este de două ori derivabilă gi în plus 


S 0 
E = yz (37 ; 9) + | z (3t + 0; p)e— dyl), 
s=0 y —T 
EE a O el RO ose 
a E ds wo je de dis 
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Aceste formule arată că z (3 * + 8; q) aparţine domeniului lui A2. 
Evaluárile dorite rezultă imediat din egalitatea fundamentală (3) din 
capitolul 1V. 

Deducem în definitiv evaluarea 

| T, (8) 2(3 7 + 8; e)l| < Per +98 o [[. 
Dar 
2(37 + 85p) = Ti (37) p 
si 
T, (5)2(3* +8; 9) = To(5) To (37) o = T(E +37) q. 
Punind č + 37 = t deducem 


| To (t) ell P; e+e || y || pentru t 73 7. 


Tinind seama de evaluarea pentru 0 < t < 3 t, obținem în definitiv 
| To (t) ell < Q e*9"| o|| pentru t > 0 


deci 
lg (t +s; pl <Q evs*?* [o |. 
De aici se obtine insá imediat 
az (t+ $59) || <Q er erret] g] =B e 
Teorema este demonstrată. 
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